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Prefata

Lucrarea de fata contine elemente de analizi functionald si analizi nu-
meric4.

Analiza numerici este un domeniu al matematicii apirut relativ recent ca
rezultat al utilizarii calculatoarelor in rezolvarea unor probleme matematice.
Multe din rezultatele de bazi ale acestei discipline sunt de analizi functional
care oferd suport teoretic, metode si mijloace specifice pentru solutionarea a
numeroase probleme de analizi numerici.

Aceastd carte igi propune si prezinte elementele de bazi ce fac obiec-
tul cursurilor de Analizi functionald si Analiz& numerici, pentru studentii
facultitilor de matematici. Prin urmare, ea se adreseaz acestora, dar si stu-
dentilor de la facultitile tehnice, matematicienilor si tuturor celor ce doresc
o intoducere in studiul celor doua discipline.

Cartea este structurata in doud parti. Prima, dedicatd Analizei functionale
liniare, autor Liliana Pavel, contine cinci capitole. La inceput sunt expuse
notiuni si rezultate referitoare la spatii liniare, operatori gi functionale liniare
(Capitolul 1) dupa care, se prezinti elemente de teoria spatiilor Banach si
Hilbert (Capitolul 2). Capitolul 3 este dedicat operatorilor liniari §i con-
tinui pe spatii normate, studiul acestora fiind aprofundat in Capitolul 4 in
care sunt puse in evidents proprietiti specifice operatorilor liniari mirginiti,
generate de geometria spagiilor Hilbert. In Capitolul 5 sunt prezentate ele-
mente de teorie spectrald, dandu-se o atentie speciald operatorilor compacti
si autoadjuncti pe spatii Hilbert.

Partea a doua a cirtii de fatd, formatd din Capitolele 6—10, autor Irina
Rizzoli, contine elemente de Analizi numerici. Aici se urmireste succesiv
o prezentare a metodelor numerice de rezolvare a sistemelor liniare (Capi-
tolul 6), metodelor numerice de rezolvare a ecuatiilor neliniare (Capitolul 7),
metodelor de aproximare polinomiali a functiilor (Capitolul 8), metodelor
numerice pentru aproximarea integralelor (Capitolul 9) si metodelor numerice
de rezolvare a unor ecuatii diferentiale (Capitolul 10).

9
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Continutul cirtii este teoretic, rezultatele fiind ins& bogat exemplificate.
Totusi, mentiondm ci pentru aprofundarea cunostintelor dobandite, cititorul
interesat ar trebui si parcurgd un numir de probleme aplicative, pe care le
poate gasi, de exemplu in [9], [19], [23] din lista de referinte, acestea fiind
culegeri de probleme insotite de solutii complete.

Sperim ci prezentarea de fatX va permite cititorului o intelegere a notiu-
nilor de bazi ale analizei functionale cit si o aplicare a acestora in studiul
unor metode numerice. Metodele numerice din lucrare sunt selectionate dup
performanti, ca metode de aproximare, cit si pentru facilititile oferite in
vederea implementirii pe calculator.

Dorim si folosim acest prilej si multumim colegilor nostri, distinsii profe-
sori Acad. Romulus Cristescu, Gheorghe Grigore, Eugen Campu i Cristina
Stefan pentru o indelungati si caldd colaborare.

Liliana Pavel, Irina Rizzoli

10
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Preliminarii

Ne propunem pentru inceput sa prezentim notatiile gi terminologia folosite
in aceastd carte. Pentru a usura citirea cartii, vom aminti gi unele rezultate
de topologie ce vor fi utilizate pe parcurs.

Multimi si functii

Presupunem ci cititorul este familiarizat cu notiunile elementare de teoria
multimilor. In afara semnelor uzuale de apartenents, incluziune, reuniune si
intersectie, vom nota complementara unei multimi A (in X) cu X\A sau
CxA. De obicei simbolurile R, C' vor fi folosite pentru multimea numerelor
reale, respectiv a celor complexe. N este mul{imea numerelor naturale nenule
(fara zero).

O familie de multimi {Z;}c; se numeste acoperire a multimii X daci
X C iLGJIZi.

O functie (aplicatie) definitd pe multimea X cu valori in multimea Y,
va fi notati cu f : X — Y sau z — f(z). Daci A C X, atunci f(A) =
{f(z) | £ € A} C Y este imaginea prin f a multimii 4 §i f~Y(B) = {z
| f(z) € B} C X este preimaginea (imaginea inversa prin f) a multimii
B CY. f(X) se numegte imaginea functiei f. X este domeniul lui f. Daci
f: X —Ysig:Y — Z, compunerea functiei g cu f, g o f este definita
pe X cu valori in Z, prin (g o f)(z) = g(f(z)), Vz € X. Functia identitate
din X in X , £ —— z va fi notatd cu Ix. O functie f : X — Y se numeste
injectivd dacd pentru orice y in Y ecuatia f(z) = y are cel mult o solutie;
spunem ca f este surjectivd dacd f(X) = Y, deci daci pentru orice y in Y,
ecuatia f(r) = y are cel putin o solutie. O functie f care este si injectivi
si surjectivd se numeste bijectivi. In acest caz, existi o functie definitd pe
Y cu valori in X, numitd inversa functiei f, si notati cu f~! astfel incat
fofl=1Iyg f7'of = Ix. Restrictia unei functii f : X — Y la o
submultime A C X va fi notatd f|4.

11
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Daci {X;}:ics este o familie de multimi, produsul lor cartezian, 'Ie-IIXi este
multimea tuturor aplicatiilor z : I — .LGJIX,- astfel inat z(i) € X;, Vi €
I. Dacd i € I proiectia de indice %, pr; : _EIIX,- — X, este definiti prin

pri(z) = z(i) (notat cu z;). In cazul particular a doua multimi X;, X,, vom
folosi pentru produsul lor cartezian notatia X;x X, deci, acesta poate fi
identificat cu multimea perechilor ordonate (z;,z3), cu z; € X, 73 € Xs.

O relatie binard pe X este o submultime R a produsului cartezian X x X;
daci R este o relatie binar#, in mod obisnuit se foloseste notatia z < y (sau
z ~ y) in loc de (z,y) € R. O relatie se numeste tranzitivid daci Vz, y,
z2€ X, (z,y) € Rsi(y,2) € R implici (y,2) € R; reflexivd daci Vz € X,
(z,z) € R; simetricd daci Vz, y € X, din (z,y) € R rezulti (y,z) € R si
antisimetrici daci Vz, y € X, (z,y) € R si (y,z) € R implicd z = y.

O relatie de echivalentd, notatd uzual cu ~, este o relatie reflexivi, si-
metricd si tranzitivi. Dacd R este o relatie de echivalenti pe X si z €
X, multimea elementelor din X in relatie cu z € X se numegte clasa de

echivalenti a lui £ modulo R, notati cu 2.

O relatie de ordine partiald pe X este o relatie R, notati < sau <, care
este reflexivi, antisimetrici §i tranzitivd. Prin multime ordonati (partial)
vom intelege o pereche (X, <) unde X este o multime nevidi, iar "< ” o
relatie de ordine pe X. Cand R = X x X, multimea X se numegte total
ordonati. Daci A este o familie de submultimi ale lui X ordinea uzuald pe
Aeste C < D& C C D; daci F este o multime de functii reale pe X se
considers in mod obignuit pe F relatia de ordine partiala f < g & f(z) <
g(z),Vr € X.

Fie (X, <) o multime ordonata §i A C X. Un element p € X se numeste
majorant (respectiv minorant) al multimii A daci y < p, Vy € A (respectiv
p <y, Vy € A). Daci m € X si m < z implicd z = m, (adici m nu are
majoranti in X diferiti de el insusi), m se numeste element maximal al lui
X; analog, dacd s € X si £ < s implici z = s, spunem ca s este element
minimal al lu X.

Vom spune ca multimea ordonati (X, <) este inductiv ordonati daci
orice submultime total ordonati a lui X (cu ordinea indusi din X), are un
majorant in X.

Teorem3. (Lema lui Zorn) Orice multime inductiv ordonatd are un element
mazimal.

Spunem ci o submultime A a multimii ordonate (X, <) este majoratd

12
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(respectiv minoratd), dacd admite un majorant (respectiv minorant). Daci
existd un majorant (minorant) « apartinand lui A, « se numeste cel mai mare
(cel mai mic) element al lui A. Spunem ca submultimea A este mirginita
daci este majorati si minorati. Dac3 A este majoratd (respectiv minorat#) si
multimea majorantilor (respectiv minorantilor) are un cel mai mic (respectiv
mare) element, spunem ca A admite supremum (respectiv infimum). Cel
mai mic majorant (respectiv cel mai mare minorant), daci existd este unic
gl se noteazd cu sup A (respectiv inf A).

Un sir de elemente din X este o functie z : N — X. Ca de obicei, notdm
z(n) cu z, s sirul cu (z,)n.

Spatii topologice

Generalititi. De obicei vom folosi litera 7 pentru a indica o topologie
si dacd X este spatiu topologic cu topologia 7 vom nota acest spatiu cu
(X, 7). Dacd Y C X, vom nota cu 7]y topologia indusi de 7 pe Y. Pentru
o submultime A a spatiului toplogic (X, 7), inchiderea, respectiv interiorul

siu vor fi notate cu A, respectiv A. Spunem c¢i o submultime A C X este
dens¥ in X daci A = X. O submultime A C X se numeste rard X daci A
are interiorul vid.

Daci z este un punct al spatiului topologic (X,7) si V, este multimea
tuturor vecinitdtilor lui z, atunci, o parte B, a lui V, se numesgte sistem
fundamental de vecinititi ale lui r dacd VV € V,, 3Be€ B, BC V.

Spatiul topologic (X, 7) se numeste separat (sau spatiu Hausdorff) daci
Vz,ye X,z #y, existd U € V; 51 V € V, disjuncte.

Fie (X, 1) si (Y, o) spatii topologice. Spunem ci functia f : X — Y este
continui daci f~!(A) € 7 pentru orice A in o. Functia f se numeste continui
in punctul z € X dacid f~!(A) € V, pentru orice A € Vy(;). O functie este
continui daci si numai daci este continui in orice punct. Spunem ca functia
f: X — Y este deschisi daci, VA € 7, f(A) € ¢ . Un homeomorfism este
o apicatie bijectivd f : X — Y care este si continufl gi deschisi, ceea ce
este echivalent cu faptul ¢ atat f cat si f~! sunt continue. Este clar ¢& prin
.compunerea a doua functii continue, respectiv deschise se obtine o functie de
acelasi tip.

Spatii metrice. Un spatiu metric este o multime X Impreuns cu o functie
d(-,-) definit¥ pe X x X cu valori reale (numiti distanti pe X) avand urmi-
toarele proprietati:

(i) d(z,y) > 0, Vz,y € X;

13
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(ii) d(z,y) =0 <= z = y;

(iil) d(z,y) = d(y,z), Vz,y € X;

(iv) d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2), Vz,y,z € X (inegalitatea triunghiului).

Cand nu rezultd din context in mod clar care este metrica pe X, vom
folosi pentru spatiul metric respectiv notatia (X,d). Multimea B(y,r) =
{z € X | d(z,y) < r} se numegte sfera (bila) deschisd de centru y si razi
r > 0. Topologia uzuali pe un spatiu metric (X, d), 74 este definiti astfel:
o mult{ime G C X este deschisi daci si numai dacd Yy € G, 3r > 0 astfel
incat B(y,7) C G. S& notdm ci pentru Vz € X, familia {B(z,7)}.»0 este un
sistem fundamental de vecinititi ale lui z. Topologia 74 este Hausdorff.

Dac¥ (Xj,d;), 7 = 1,2,...,n, sunt spatii metrice, topologia produs pe
spatiul ]_[;.;1 X; este topologia metrici definitd de distanta

d((z1,Z3, .., Tn), (Y1, Y2, -, Yn)) = J_:I{lg.x ndj(zj, ;)

Un sir de elemente (z,), din spatiul metric (X, d) se numeste convergent
laz € X (z, — z cand n — 0o sau z, — z) dacX pentru Ve > 0 existi
ne natural astfel incat V n > n., d(z, z,) < €, adic¥ sirul numeric (d(z, z,))n
converge la zero; r se numeste limita girului (z,)n, §i se noteazi cu limz,.
Elementele z din inchiderea multimii A C X sunt caracterizate prin fg.ptul
ci exist¥ un §ir (z,)n, C A astfel incét (z,), converge la z.

Un sir (z,). din spatiul metric (X, d) se numeste sir Cauchy daci Ve > 0,
existd n. natural astfel incat d(z,, zm) < €, Vn,m > n.. Orice gir convergent
este Cauchy. Un spatiu metric in care orice gir Cauchy este convergent se
numeste complet. Amintim urm#torul rezultat:

Teoremd. Orice spaliu metric complet nu este reuniune numdrabild de
multimi rare (este spatiu Baire).

Fie A C X, £ € X. Prin distanta de la = la A, notatd cu d(z, A),
intelegem numirul 325 d(z,y). Este clar ci d(z, A) = 0 daci si numai daci
T €A

Dacd X, Y sunt spatii metrice si f o functie din X cu valori in Y, f este
continui in z € X dac¥ si numai dacid V (z,), C X, z, 4 z rezulti ci
f(gn) = £(2).

Multimi compacte. Spunem ci submultimea A a spatiului topologic (X, 7)
este compactd daci din orice acoperire a lui A cu multimi deschise se poate
extrage o acoperire finit4. Orice submultime inchis# a unei multimi compacte
este ea Insisi compactd. Daci (X, 7) este Hausdorff, orice multime compacta

14
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este inchisd. Spunem ci spatiul topologic (X, 7) este compact dacid X este o
mul{ime compacti.

Urmitoarea caracterizare a compacititii in spatii metrice va fi deosebit
de utild.

Teoremi. Fie (X,d) spatiuv metric gi 74 topolgia metricd pe X. O sub-
multime A din X este compactd dacd si numai dacd orice gir de elemente
din A contine un subsir convergent la un element din A.

15
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Capitolul 1

Spatii vectoriale si operatori
liniari

1.1 Spatii vectoriale

In aceasta sectiune introducem cateva notiuni elementare de algebri liniars.
In cele ce urmeazi not¥m prin K unul dintre corpurile R (al numerelor reale)
sau C (al numerelor complexe). Daci a =a+bi € C,Rea=asiIma=5b.
Conjugatul numirului complex a, este @ = a — bi.

Definitie. Se numeste spatiu liniar (vectorial) peste K o mul{ime X inzes-
tratd cu o operatie binari (o aplicatie din X x X in X), (z,y) — z+y
(numitd operatie de adunare intre elemente) si cu o aplicatie (din K x X
in X), (a,z) — az (numitd operatia de inmultire cu scalari), satisficand
urméitoarele conditii:

VMz+y+2)=(x+y)+2 Vz, y, z€ X;

2 z+y=y+z, Vz, y€ X;

(3) 30 € X astfel incat 0+ z =z +0, Vz € X

(4) Vz € X, 3(—z) € X astfel incat z + (—z) = (—z) +z =0;

(5) (a+ B)r = az + Bz, Va, B € K, z € X,

6) a(r+y)=az+ay, Vae K, z,y€ X;

(7) (aB)z = a(fz), Ya, e K, z € X;

8) 1z =1z, Vz € X.

Cand K = R, X se numeste spatiu liniar real, iar pentru K = C, spatiu
liniar complex.

16
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Notatii. Pentru A, B C X si A C K notdm
A+B={a+bla€ Abe B} siAA={aa|a€ A ac A}

Observatie. Corpul K este spatiu liniar peste el insusi, inmultirea cu scalari
fiind Inmultirea din K.

Definitie. O submultime Y a spatiului liniar X se numegte subspatiu liniar
allui X dacdaY+Y CYsiKY CY.

Este clar c# intersectia unei familii oarecare de subspatii liniare ale spatiu-
lui vectorial X este un subspatiu liniar, fapt care permite si dim urmitoarea
definitie:

Definitie. Fie A o submultime a spatiului liniar X. Intersectia tuturor sub-
spatiilor liniare ale lui X care contin submultimea A se numegste subspatiul
liniar generat de A, notat cu Sp A.

Propozitia 1.1 Fie A o submultime a spatiului liniar X. Atunci,

SpA:{zex|z=Zajxj, a; €K ,z;€A neN }.

J=1

Demonstratie. Este clar cXSpA C {z € X | 2=, a;x5,0; € K, z; € 4,
n € N } deoarece aceastd multime este un subspatiu liniar care contine pe
A. Incluziunea inversi este justificatd de faptul cd daci Y este un subspatiu
liniar cu proprietatea A C Y, atunci, orice element z = Z;;l a;Tj, a; € K,
z; € A,n€ N,esteinY.

Tinind cont de definitia spatiului vectorial, urmitoarele observatii sunt
imediate.
Observatii. 1) Fie {X;};es o familie de spatii liniare peste acelasi corp
K. Atunci, X = ]—Ij,E ; X; devine spatiu vectorial peste K cu urmitoarele
operatii:

(z5)jes + (¥i)jes = (z5 + ¥j)ies
a(z;)jes = (azj)jes

Fie n € N. In cele ce urmeazi vom nota cu K" = [Lici2,.ny X, unde
X;=K,Vj=1,2,..,n Asadar, K" = {(£,,&,,...§,) | §; € K}
2) Fie X spatiu vectorial §i Y subspatiu liniar al s#u. Definim pe X o relatie
de echivalents, z ~ y <= z —y € Y. Multimea X/Y = {§| z € X}(unde
7 =1+7Y este clasa de echivalenty a elementului z) dotats cu operatiile

— . ——

T+y=z+ysiaT=az
17
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este un spatiu vectorial.

Definitie. Fie X spatiu vectorial peste K. Familia finitd z,z,,...z, de
vectori ai lui X se numeste liniar independentd (peste K) dacd Z;‘z 05T =
=0, a; € K implicd a; = a; = ... = a, = 0. Spunem c& o submultime B a
lui X este liniar independent3 daci orice subfamilie finitd de vectori din B
este liniar independents.

Definitie. O submultime B din X se numesgte bazd algebricd a spatiului
liniar X dacd B este liniar independents si dacd pentru orice z € X, existi
n€N,ay,a,..,an € K §i 1),13,..2, € B astfel incat z = ) 7_, a;z;.

Folosind Lema lui Zorn, urmitoarea propozitie este imediata:
Propozitia 1.2 Orice spatiu vectorial are o bazd algebricd. Mai mult, orice
mullime liniar independentd intr-un spatiu vectorial este confinutd intr-o
bazd.

Trebuie s& not#m ci intr-un spatiu vectorial X toate bazele au acelasi
cardinal, numit dimensiunea spatiului vectorial X. Spatiul se numeste finit
dimensional daci dimensiunea sa este finit3. In caz contrar spatiul se numeste
infinit dimensional.

1.2 Operatori liniari si functionale liniare

Fie X, Y spatii vectoriale peste acelasi corp K.

Definitie. O aplicatie U definit pe X cu valori in Y se numeste operator
liniar dacy este aditivd (U(z + y) = U(z) + U(y), Vz,y € X) si omogend
(U(az) = alU(z), Va € K , z € X).

Notatie. Pentru U operator liniar din X cu valori in Y si £ € X, vom scrie
deseori Uz in loc de U(z).

Observatie. Daci U : X — Y este liniar, atunci,

U(Zajzj) = ZajU(zj), Vaj €K y Ly € X, n € N.
j=1

j=1

Este ugor de verificat ci daci U, V sunt operatori liniari definiti pe X cu
valoriinY sia € K, aplicatile U+V : X — Y, (U+V)(z) = U(z)+V(z),
Vi € XsiaU : X — Y, (aU)(z) = aU(z) sunt de asemenea operatori
liniari. Atunci, notdnd cu £(X,Y) multimea operatorilor liniari definiti pe
X cu valori in Y, urm&toarea propozitie este imediati.

18

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Propozitia 1.3 Fie X, Y spatii vectoriale peste acelagi corp K. Mullimea
L(X,Y) inzestratd cu operatiile uzuale de adunare §i de inmultire cu sclar
este spatiu liniar peste corpul K. L(X,Y) se numeste spatiul liniar al ope-
ratorilor liniari definifi pe X cu valori in Y.

Observatie. Dacd X =Y vom scrie L(X) pentru L(X,Y).

Notatie. Fie U in £(X,Y). Notdm cu KerU = {z € X | U(z) = 0}.

Acest subspatiu liniar al lui X se numegte nucleul operatorului U.
Propozitia 1.4 Fie U in L(X,Y). Atunci, Ker U este subspaliu liniar al
li X. In plus, U este injectiv dacd i numai dacd Ker U = {0}.

Demonstratia acestui rezultat se reduce la o simpl4 verificare.

Observatie. Remarcim ci daci U : X — Y este un operator liniar in-
versabil, inversul s§u, U~! : Y — X este de asemenea un operator liniar.
Definitie. Spunem c¥ doud spatii vectoriale X si Y peste acelasi corp K
sunt izomorfe daci existd un operator liniar inversabil din X cu valori in Y.
Observatii. 1) Dacd B = {z;},cs este o bazi algebrici a spagiului X si
D = {y;}jes o familie de elemente din Y, atunci existd un unic operator
liniar U : X — Y astfel incat U(z,) = y;, Vj € J. Intr-adevir, cum orice
z € X se reprezintd in mod unic, z = ), pa;z;, F C J, F finit4, definim
Ulz) = 2jer sl

In particular, daci X si Y sunt douX spatiii liniare finit dimensionale cu
aceeasgi dimensiune, existd un operator liniar inversabil din X in Y.
2) Fie X un spatiu liniar n-dimensional, Y un spatiu liniar m-dimensional,
B ={z),z,...,z,} obazaalui X, F = {y1,y2,..,ym} O bazd alui Y §i T €
L(X,Y). Modul in care lucreaz operatorul T este clar daci se cunosc valorile
sale T(z;), = 1,2,..,n. Fiecare element T(z;), j = 1,2,..,n (din Y') poate
fi reprezentat in mod unic T'(z;) = 3 _y., akjYe- Matricea (ak;j)1<k<m,1<j<n S€
numesgte matricea operatorului liniar T' corespunzitoare bazelor B, E. Prin
urmare, odat! fixate bazele B, F oricirui operator liniar i se asociazi in mod
unic o matice cu m linii gi n coloane cu elemente in K. Atunci,

m

T(Z C!jilij) = Zaj(z akjyk) = Z(Z ak:iaj)yk~

k=1 j=1

T(z) = y, unde daci = = Z?:l QjTj, Y = 3 ey Bk, cu By = Z?:l QkjQj,
k=1,2, ..,m, este liniari.

3) In spatiul K™ = {(¢,,5,...,&,) | & € K} multimea {ex}i<k<n, €k =
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(6§k),6(k), ..., 6%} (unde, pentru j, k € N, ég-k) =1ldacij=ksi 6§-k) =01in
caz contrar) este in mod evident bazi algebric, numitd baza standard. Daci
T € L(K™), vom identifica in mod natural, operatorul liniar 7' cu matricea
sa in baza standard Ar = (ak;)1<k,j<n; conform observatiei precedente, unde

B =D = {ex}hr<k<n, T(€;) =Y 4, arjek. Atunci,

T(€11€2a' 1611 - Zf]ej r’lvnb""nn)’

unde

n
n; = Zajkfk, j=12..,n

k=1
Definitie. Fie X spatiu vectorial peste K. O functionald pe X este o
aplicatie definitd pe X cu valori in K. O funclionald liniard pe X este o
functionali care este totodati gi operator liniar definit pe X cu valori in
spatiul liniar K.
Observatie. De cate ori va fi nevoie si punem in evidentd faptul ci o
functionali este definitd pe un spatiu liniar real (respectiv complex) o vom
numi functionali reali (respectiv complexi).

1.3 Teorema Hahn-Banach de prelungire a
functionalelor liniare

Lucrand in spatii vectoriale inzestrate cu o topologie, in multe situatii este
nevoie si construim functionale liniare cu anumite proprietsti. Pentru a re-
aliza aceasta, se definegte functionala liniari pe un subspatiu liniar, in care
proprietitile dorite se verifici usor, dupd care, se foloseste o teoremi de
prelungire care ne asiguri ci functionala se poate extinde la intreg spatiul,
cu pistrarea proprietitilor respective. Una dintre teoremele fundamentale
privind prelungirea functionalelor liniare este teorema Hahn-Banach. Si in-
cepem cu citeva notiuni preliminare.

Definitie. Fie X spatiu vectorial peste corpul K. O aplicatie p definita
pe X cu valori reale se numeste functionald subliniard daci este subaditivi
(p(z+y) < p(z)+p(y),Vz,y € X) si pozitiv omogend (p(tz) = tp(z), Vt > 0,
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Vz € X).

Definitie. Fie X spatiu vectorial peste corpul K. O aplicatie subaditivi p
definitd pe X cu valori reale se numegte seminormd daci p(az) = |a|p(z),
Va € K, Vr € X.

S4 notim ci notiunea de functionald subliniard diferd de cea de semi-
normi doar prin faptul ci a doua conditie are loc numai pentru scalari po-
zitivi, deci o seminormi este in particular o functionals subliniarX.

Observim ci daci p este o seminormi, p(z) > 0, Vr € X (deoarece
pentru orice functionals subliniari p(0) = 0, —p(—z) < p(z), si cand p este
seminormi p(—z) = p(z)).

Teorema 1.5 (Teorema de prelungire Hahn-Banach) Fie X spatiu vectorial
real, p o functionald subliniard pe X gi f o functionald liniard definitd pe un
subspatiu liniar Y al spatiului X satisfdcdnd conditia f(z) < p(z), Vz € Y.
Atunci, existd o funciionald liniard f: X — R, astfel incdt f(z) < p(z),
Ve X ¢ f(z) = f(z),Vz €Y.

Demonstratie. Ideea demonstratiei este pe scurt urm#toarea: intai vom arita
ci pentru z, € X \ Y, arbitrar fixat, f poate fi prelungit3 la spatiul liniar
generat de z, i Y, Sp(Y U {z,}), dupd care, folosind Lema lui Zorn, vom

dovedi cd acest proces poate fi continuat pentru a extinde f la intreg spatiul
X.

Pentru 4/, y arbitrari in Y avem
@) =) =F —y") <p((y +20) — (¥ +2,)) <

<ply + 7o) +p(—(y +20)),
deci, ) ’ ’ ,
—fW) = p(—(y +z.) < —f(~y) +p(y +z,).

Rezults ci multimea A = {—p(—(y+z,)) — f(y) | y € Y} C R este majoratd
gi ¢ multimea B = {p(y+ z,) — f(y) | y€ Y} C R este minorati. Notand
cuc =supAsgicuc =infB, esteclar cic¢ < ¢ . Si fixdm c € [¢,c ).
Atunci,

—p(—y—zo) — fly) Sc<ply+z,) — fly), Vy €Y.

Acum si definim functionala reald g pe Sp(Y U {z},),
9ly+2z) = fly) +Xc, yeY, AeRr
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Se verificd imediat cd functionala g este liniard. S& dovedim c&
9(y+Az,) <ply+Arz.), y€Y, AeR.

Daci A = 0, inegalitatea devine egalitatea 0 = 0. Pentru A > 0, dupi
impértire cu A, aceastd inegalitate devine

1 1 1 1
— < pl(= — f(— < p(—-

sau echivalent,
1 1
<p(= - f(=y).
Daci A < 0, imp&rtind cu —A > 0, inegalitatea dorit este echivalenti cu

g(—iy —z,) < p(—%y - z,) = f(—%y) —c< p(—iy — o),

adici ) )

p(— /\y —I,) — f(—xy) <
Prin urmare, functionala g definiti pe Sp(Y U {z,}) este o prelungire a lui f
la Sp(Y U {z,}) astfel incat g(z) < p(z), Vz € Sp(Y U {z,}).

Acum vom utiliza Lema lui Zorn. Fie F familia tuturor prelungirilor g
ale lui f, g: Z — R satisficand g(z) < p(z) pe subspatiul Z, de definitie.
Vom ordona partial F prin ¢; < go daci g, este definitd pe un subspafiu
care include domeniul lui g3, si g2(z) = ¢1(z) acolo unde sunt ambele definite.
S4 ardtdm ci (F, <) este inductiv ordonats, deci cd orice submultime total
ordonati a lui F este majorati. Fie (g.)o 0 familie total ordonati in F,
9o : Zo — R . S4 definim g : |J,Zo — R prin g(z) = ga(z) dacd
z € Z,. Aplicatia g este bine definitd, deoarece oricare aj, asz, (ga)o fiind
total ordonatd, are loc Z,, C Z,, (sau invers) §i goy(2) = ga,(2) pe Zg,.
Este clar cd g, < g deci am ar#tat ci orice submultime total ordonata are
un majorant. Cu Lema lui Zorn concludem ci F are un element maximal f,
definit pe un anumit subspatiu X " al lui X pe care subspatiu este satisficutd
inegalitatea f(z) < p(z). Dar X  trebuie si coincidid cu X, deoarece, in
caz contrar, X' & X, aplicand prima, parte a demonstrat,lel functionalei
f X' — R am gisi o prelungire a lui f la spafiul Sp(X' U {z.}), unde
z, € X \ X. Aceasta contrazice maximalitatea lui f Rezultd ci prelungirea
f este definitd pe intreg spatiul X si demonstratia este incheiati.
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Corolarul 1.6 Dacd p este o functionald subliniard pe spaliul liniar real X,
atunci, pentru orice x, € X, ezistd o functionald liniard pe X astfel incdt
f(zo) = p(z.) 5t f(z) < p(z), VT € X.

Demonstratie. Si not¥m cu Y subspatiul liniar al lui X generat de {z,}
i si definim pe Y functionala liniard f(Az,) = Ap(z,), A € R. Aceasts
functionals are proprietitile: f(z,) = p(z,), f(z) < p(z), Vz € Y. Cea
din urmi rezulti din faptul ci f(A\z,) = Ap(z,) = p(Az,), dacd A > 0, si,
daci A < 0, f(Az,) = Ap(z,) < —Ap(—z,) = p(Az,)). Folosind teorema
precedent, functionala f poate fi prelungits la intreg spatiul.

Teorema 1.7 (Teorema Hahn-Banach-cazul complex) Fie X spafiu vectorial
complezx, p o seminormd pe X §i f o functionald liniard complexd definitd
pe un subspafiu lintar Y al spatiului X satisfdcdnd condifia |f(z)| < p(x),
Vz € Y. Atunci, eristd o functionald liniard complezd f X — C, astfel
incdt |f(:v)| <p(z),Vz e X ¢i f(z) = f(z),Vz €Y.

Demonstratie. Functionala f poate fi reprezentati sub forma f(z) = fi(z)+
+ife(z),Vz € Y, unde f), fo sunt functionale liniare reale pe Y (fi(z) =
Re f(z) si fo(z) =Im f(z)). Deoarece

i(fi(z) + ifa(2)) = if(z) = fiz) = fi(iz) + i f2(ix)
rezulti ci fo(z) = — fi(iz), deci f(z) = fi(z) — ifi(iz),Vz €Y.
Acum, si considerdm functionala liniard reald f; pe Y. Cum
fi(z) < A(z)] < 1f(2)] < p(2),

conform Teoremei Hahn-Banach, existi o prelungire liniar¥ reals la intreg
spatiul X a lui f;, fie aceasta fi, satisficand f;(z) < p(z). Punind f(z) =
= f~1(:1:) - if~1(ix),‘v’a: € X, este clar ci functionala complexi feste 0 pre-
lungire aditivd a lui f. Pentrur a + b numir complex arbitrar si z € X,
avem

fl(a+bi)z) = fi(az + ibz) — ifi(aiz — bz) =
= afi(z) + bfy(iz) — aifi(iz) + bifi(z) =
= (a+ bi) fu(2) ~ (a + bi)ifi(ix),
ceea ce dovedeste liniaritatea lui f Pentru a finaliza demonstratia, mai tre-

buie si vedem ci |f( )| < p(z),Vz € X. Notand cu 6 = arg f(z) si tindnd
cont de Re f f1, avem

If(z)] = f(z) e = fle#z) = fi(e ®z) < p(e ¥z) = | ?z]| - p(z) = p(z)
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Urmaitorul corolar si demonstratia sa sunt similare cu analoagele lor din
cazul real.

Corolarul 1.8 Dacd p este o seminormd pe spatiul liniar complexr X, atunci,
pentru orice z, € X, existd o functionald liniard pe X astfel incdt f(z,) =
=p(z.) gt |f(z)| < p(z), VT € X.
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Capitolul 2

Spatii Banach, spatii Hilbert

2.1 Spatii normate, spatii Banach

In continuare X este spatiu liniar peste corpul K.

Definitie. O normd pe X este o functie |- || : X — R satisfacind
urmitoarele conditii:

(1) lzll = 0=z =0;

(i) llz +yll < llel + llgll, ¥z, € X;

(iii) ||lez|l = |a| - ||z]|, Ya € K,Vz € X.

Definitie. Un spatiu normat este o pereche (X, || - ||) unde X este spatiu
liniar si || - || o norm# pe X.
In orice spatiu normat (X, || - ||) se considerd distanta asociatd normei,

d(z,y) = ||z—y||- Topologia normei pe X, 7., este topologia metrici definiti
de aceastd distantd. Prin urmare, un gir (z,), C X este convergent la z € X,
daci pentru orice € > 0, existd n. natural astfel incat Vn > n., ||z, — z|| < ¢;
(zn)n C X este gir Cauchy dacd V € > 0, 3 n, natural astfel incat Vn, m > n,,
lzn — zm]| < €.

Definitie. Daci (X, 7)) este spatiu metric complet (adici orice sir Cauchy
este convergent), spatiul normat (X, || - ||) se numeste spativ Banach.
Din proprietitile (ii) si (iii) ale normei, rezulti

Nzl = {lylll < llz = yll, Vz,y € X,

inegalitate care arati ci aplicatia z — ||z|| (din (X, 7)) in R) este continui.
Se poate verifica imediat ci aplicatia (z,y) — z + y din X x X (dotat
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cu topologia produs) in X este continud i cd pentru orice a # 0, aplicatia
z+— az din X in X este un homeomorfism.

Pentru z, € X si r > 0, sfera deschisi cu centrul z, si raza r, este
B(z,,7) = {z € X | ||z — ,|| < r}. Inchiderea sa (in 7j), B(z,,7) coincide
cu{z € X | ||z—z,|| < r}, fapt care se verifici fari dificultate. Pentruz, =0,
in loc de B(0,r) vom scrie uneori B(r); este clar ¢ B(z,,7) = B(r) + {z,}.
S4 mai retinem ci pentru orice punct z,, familia de sfere { B(z,,7)},>0 este
un sistemn fundamental de vecinititi ale punctului z,.

O submultime A a spatiului X se numeste mirginitd daci existi a > 0
astfel incat ||z|| < a, Vz € A. Este bine si observim ca inchiderea oric#rei
multimi mirginite este tot o mul{ime mirginits.

Definitie. Spunem ci dou¥ norme || - ||; si || - ||2 pe spatiul liniar X sunt
echivalente (si scriem || - ||, ~ || - ||2) daci existd constantele @ > 01 8 >0
astfel incat

allzls < fizllz < Bllzlh, vz € X.

Propozitia 2.1 Fie || - ||, ¢ || - |2 doud norme pe spatiul liniar X. Urmd-
toarele afirmatii sunt echivalente:
1) Normele || - |1 st || - ||2 sunt echivalente;

2) Topologiile T, §i T|., coincid.
Demonstratia acestei propozitii este imediati..
Definitie. Dou¥ spatii normate X, Y peste acelasi corp K se numesc iso-

metrice dacd existd o aplicatie liniars bijectivi U : X — Y care conservi
norma, adici ||U(z)| = ||z]|, Vz € X.

Observatie. O aplicatie liniard din X in Y astfel incat ||[U(z)|| = ||z]|,
Vz € X va fi numit in cele ce urmeazi izometrie (liniard) pe X.

Definitie. Fie (z,,), un sir in spatiul normat (X, ||-||). Perechea ((z5)n, (5n)n),

unde s, = Y _,_, Zx, se numeste seria de termen general z,. Seria de termen

general z, va fi notatd prin ) ., Zn.

Seria Y, ., T se numeste convergentd dacy sirul (s,)n este convergent; limita

acestui sir se numeste suma seriei si se noteazi cu Yoo | Zn.

Spunem ca seria ) .., Zn este absolut convergentd daci seria numericd cu

termeni pozitivi ., ||zx| este convergenti.

Seria ) .., £n se numeste necondifionat convergentd daci pentru orice per-

mutare o a multimii numerelor naturale N, seria ) ., Zs(n) €ste convergenta.
Este important si avem criterii cu care si putem stabili daci un spatiu

normat este complet. Un astfel de criteriu este urmétorul rezultat.
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Propozitia 2.2 Fie (X, | - ||) spatiu normat. Atunci, (X,)|-||) este spatiu
Banach dacd §i numai dacd orice serie absolut convergentd in X este con-
vergentd.

Demonstratie. Si presupunem mai intai cd X este complet. Fie ) ., =,
o serie absolut convergenti in X, deci pentru Ve > 0, 3n. astfel incat
ZZ":m |z»|| < €. Atunci, pentru n, m arbitrari cu n > m > n, avem

n m n n o0
1 o= el =1zl < Sl < S llaall < e,
k=1 k=1 k=m k=m k

=N¢

ceea ce aratd ci (Y _,_, Zk)n este Cauchy, si, prin urmare, X fiild Banach,
convergent.

Reciproc, daci (z,), este un sir Cauchy in X, existi (zx,), un subsir al
siu astfel incat

1
”l'an - -’L'k,.,” < W, VYn € N,

prin urmare seria ) ., ||Zk,,, — Zk,|| este convergenti. Folosind ipoteza,
deducem ci si seria Tr ., — Tk ) este convergentd, deci sirul
n>1 n+1l n )
—~1 .
(zk,+ Z,T:l (Zk,,, —Tk,))m este convergent. Cum pentru orice num4r natural
m > 2,

m-~1

Tk, + Y (Thory — Thy) = Tty
n=1

constatim ci subsirul (zx, ), al sirului (z,), este convergent. Tinand cont ci
orice gir Cauchy care contine un subsir convergent este convergent, demonstra-
tia este incheiati.

In continuare arstim ci produsul cartezian al unei familii finite de spatii
normate poate fi echipat in mod natural cu o structurd de spatiu normat.
Teorema 2.3 Fie (X, ;). j = 1,2, ...,n spatii normate. Atunci,

(21,22, ... za)ll = max liz;l];
este o normd pe X = [[;_, X;, i topologia T coincide cu topologia produs
pe X.
In plus, dacd fiecare (X;,|| - |I;), 7 = 1,2,...,n este spativ Banach, spatiul

normat (X, | - ||) este de asemenea Banach.
Demonstratie. Este ugor de vizut cd aplicatia

(Ill $21 AR | In) | — ]_IlIl2a‘x nllmJ”]
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este o normi pe X = [[7_; X;. Observim c# dac# B(e), Bj(e), j = 1,2,...,n
sunt sferele de razi € in X, respectiv X, avem ci B(e) = ]_[;.‘=1 Bi,(¢e), Ve > 0.
Este clar ci topologia 7. coincide cu topologia produs.

Considerand ((z{™,z5™, ..., 2))m un sir Cauchy in X, din inegalitatea

k 1 k 1
1z ~ 21 < max |23 - zP||;, vk, Le N

§j=1.2,...m

rezulti ci pentru fiecare j = 1,2, ..., n, sirul (:cgm))m C X; este Cauchy. Cum

(X5, 1< ll3), 7 =1,2,...,n este Banach, existd z; € X;, limita sirului (xy"))m,
de unde, concludem imediat ci

||(a:§"",x§m’, o ™) — (21, Ta, oy Tn) || =3 0.

2.2 Exemple de spatii Banach

In aceastd sectiune vom da cateva exemple importante de spatii Banach.

1. Spatii normate finit dimnensionale. Spatiul K" poate fi normat in
mai multe moduri. De un interes deosebit sunt aga numitele p-norme, unde
p € [1,00). S4 definim pe K™ aplicatia reald

(£1i£2v "'wén) — ”(61’621 ""vén)llp unde ”(£1>§2v ""7 “P Z nglp ;}'

Pentru a ar#ta ci aceasti aplicatie este o norm4, facem mai intai urmitoarele
observatii:
(1) Fie p, ¢ > 1 astfel incat 1/p+ 1/¢ = 1. Atunci,

LK
— 4+ —, Vag,beKkK.

q

Este clar ci este suficient si demonstrim aceastd inegalitate numat in
cazul in care ¢ > 0, b > 0 (ea fiind verificatd in mod banal daci unul dintre
numere este zero). Si considerdm aplicatia real¥ pe (0,00), f(z) = 2P/p—z
si si observim ci aceasta are valoarea minim& —1/q cand z = 1, deci

P

-1
——z>—, V>0
4 q
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sau, echivalent,
1
—+-2>z, VI>0.
p q
Daci in relatia de mai sus punem z = ab!~? si apoi inmultim cu b7, inegali-
tatea propusi este demonstrati.
(2) (Inegalitatea lui Holder) Fie p, ¢ > 1 astfel incat 1/p+1/q=1si §;,
n; (i=1,2,...,n) in K. Atunci, '

Z|§ini| < (Z |fi|p> (Z 1m|q>
i=1 i=1 i=1

1 n ,
S& presupunem mai intai cd (37, |&P)P # 0si (X, Iml9)e # 0. Atundi,
daca in observatia precedentd ((1)), punemn

o = n|§i| -, b— n|77il .
(Zi:l 1€:|P)? (211 Imil9)s
obtinem
Aoy P 19
|£1.| |y1| < |€’l| + Int' _ 1,2,...,”

T L 1O D IPT) S oD N

si sumand, rezultd inegalitatea doriti,

1 1 1 1
n n P n q 1 1 n P n q
Sierni< () (o) b= (Ser) (S
i=1 =1 =1 =1 i=1

Dacd (37, 1€:[7)
devenind () < 0.
(3) (Inegalitatea lui Minkowski) Fie p € [1,00) 1 &, n; (1 =1,2,...,n) In

K. Atunci,
1 1 1
n P n r n P
(z |s,-+m|P) < (z w) + (z w)
i=1 i=1 i=1

Inegalitatea este evidentd dacd p = 1sau ) . |&[P = 0sau ) . " = 0.
Este suficient si o demonstrim pentru &;, 7, > 0 si cel putin unul dintre

o=

1
= 0 sau (3, |m|9)e = 0, totul este clar, inegalitatea
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numerele £;, respectiv 7; nenul. Cu inegalitatea lui Hoélder avem

Z(éz + ni)p = Z(g‘z + 771 p—l&t + Z(gz + 77; i —=
i=1

i=1

< (g(&i +n,-)P) (ng) N (z;: c +m)p>'§—l (Xn: 775’)% )

-1
Prin urmare, impartind la (3_._, (§; + n,)P)7 , demonstratia este incheiati.
Si ne intoarcem acum la spatiul K ™ si la aplicatia

(51162') seey En) — ”(61’52’ 7£n)”P

Primele dou# proprietiti ale normei se verifici imediat. Folosind inegalitatea
lui Minkowski rezultX si ci

”(Elagm :6 ) (771’7721 . 'vnn)”P S ”(51’52) ""’gn)”P + “(771,772, "--ann)”P'

Mai mult (K™, || - ||p) este spatiu Banach. Pentru a verifica aceasta, si
ludm un gir Cauchy arbitrar (z;); in K*, z; = (dl), g'), ., &Y) 5i s¥ dovedim
ci este convergent. Pentru orice numir natural fixat k, avem

|§§c’) ("‘)l < izt — Zm|lp — 0 cand I,m — oo

deci, ( f:))l este gir Cauchy in K. Deoarece K este comnplet, concluzion&m ci

pentru fiecare k existd &, in K, £, = li§n£f:). Notand z = (£,,&,,...,&,,) € K™

cum N

2 — zllp = (Z e — ™| )

rezultd ci ||z; — z||, — O pentru { — oo.

Tinand cont cA orice spatiu liniar finit dimensional X este izomorf cu K™
(izomorfismul fiind in mod natural z — (&;,&,, ....,€,), unde (§,,&,, .....&,,) €
K™ reprezint4 coordonatele elementului = (z = Y, _, £,ex) intr-o bazi fixatd
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(€3, €2, ....e,) a spatiului liniar n-dimensional X) concludem cd (X, || - |I,),
1 .
| 3 k=1 Exerlly = (3okoy [€kIP) 7, este spatiu Banach.
2. Spatii de giruri numerice marginite. Notdm cu [§ mul{imea
sirurilor numerice mirginite £ = (£,)peny C K. Cu suma si inmultirea cu

scalari uzuale (pe componente), [% este spatiu liniar peste corpul K. Se
verifici imediat ci aplicatia z — ||z,

=l = glllolﬁnl
neN

este o normi pe [%. Considerdm urmétoarele subspatii liniare ale spatiului [%:
ck, continand toate girurile convergente, c% . al tuturor sirurilor covergand
la zero (care este la randul siu un subspatiu liniar al spatiului cx) si ss0 al
sirurilor care au toti termenii nuli, exceptind un numar finit dintre ei (care,
clar, este un subspatiu liniar al spatiilor ¢% si cx). Vom aridta ci (I, - |I),
(e, 1+ 1), (S, || - |I) sunt toate spatii Banach (prin urmare, cx este subspatiu
liniar inchis al spatiului [¥ iar c} este subspatiu liniar inchis al spatiului
ck )- Spatiul (se, || - ||) nu este Banach; el este un subspatiu liniar dens al
spatiului c%, So0 = C%-

Si demonstrdm mai intéi ca (%, I - ) este Banach. Fie (zn)n un sir
Cauchy in (12, |- ), Zn = (€¥)k>1. Fixand k € N deorece 1€ — ™) <
|zn — Zm]| — O ca.nd n, m — oo, rezultd ci ({k )nZl este gir Cauchy
in K. Cum K este complet, pentru fiecare k € N, existd (unic) &, € K,
& = lim 556"). Si notdm cu z sirul (€,) si sd ardtdm cd r € [%, §i apoi

o0
ci el este limita in (I, - ||) a sirului (z,),. Deoarece orice sir Cauchy este
mirginit, existd a > 0 astfel incat ||zn]|lo < @, Yn € N. Deci,

|§;(cn)| <a, VneN, YkeN

de unde,
l€el = lim|e(”| <@, VkeN

adici z € I$. A mai rimas de verificat ci ||z, — z|| — 0, cadnd n — oo. 5%

fixim € > 0, si un numdir natural n. astfel ca pentru orice n, m > n, si avem
lzn — zm|l < €/2. Atunci,

e — "”>|< Vk € N.
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Fixand k arbitrar si de asemenea n > n(e), in inegalitatea precedenti, pentru
m — 00, obtinem

|65 —¢,) < g, Vk € N, Vn > n(e).
Prin urmare,

€
lzn — zl| = sup|e™ — ;| < 5 <€ vn > n(e).
k

Pentru a dovedi ci (cg, || - ||) (respectiv (c%, | - ||)) este spatiu Banach, vom
arata c¥ cg, (respectiv c) este subspatiu liniar inchis al spatiului (I, || - ||)-
S4 pornim deci cu z = (€, )x € Tk si s demonstrdm ci z este gir Cauchy in

K, deci convergent. Fie (z,), C ck, unde z, LN z. Rezultid cd pentru orice

e > 0 exista n(e) € N astfel incat Vn > n(e) sivVk e N

(n) £
< —.

Cum z, este gir Cauchy, exist¥ k(e) € N astfel incat £ED) _ D) /3,
Vk, l > k(e). Atunci, pentru k, [ > k(g) avem

6 — €] < 1€ — €N 4 167D M| 1D _g| <€

Similar, se arati ci ¢ = c%. Intr-adevar, daci z = (§)x € %, fie

(Za)n C %, Tn I, 2. Rezulty cx pentru € > 0 arbitrar, existi n(e) € N
astfel incat Vn > n(e) sivk € N

€ — &l <

l\Jlm

Deoarece z,() este convergent la zero, 3 k
€7 < ¢/2. Atunci, V k > k(e)

~—

g) € N astfel incat Vk > k(e),

16l < 1€ — EX| + 167 <,

ceea ce inseamni ci girul z = (€), converge la zero.
In continuare, gisim un ?ll‘ Cauchy in s,, care nu este convergent in Ss,.
S& consideram sirul z,, = )k unde

) _ 1/2k k<n
ko 0 k>n "~
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Notdm c& pentru m > n, arbitrari, avem
Tm — Zn = (0,0,...,0,1/2"*1 . 1/2™ 0...), deci ||Tm — z,] = 1/27,

asadar (z,), este gir Cauchy in s,,. S& presupunem ci ar exista z € s,,, astfel
ca ||z, — z|]| — 0, pentru n — oo. Daci z = (§,, ..., &, 0,0, ...), cAnd n > k,

1 1 1
In—1T ( fu fzw-’g—§k,2—kﬁ,---»%,0,-~),

adici ||z, — z|| > 1/2%*!, de unde, pentru n — oo, avem ci lim||z, — z|| >
n

1/2k+1 (ceea ce contrazice faptul ci ||z, — z|| — 0, pentru n — 00).

Mai avem de aritat ci S,, = c%. Fie z in ¢%, z = (&,)x. Este sufi-
cient si demonstrim ci pentru Ve > 0, existd T € s,, Cu ||z — Z|| < €.
Deoarece lilxcnék = 0, gisim k(e) astfel incat Vk > k(e), || < /2. Luand

T = (£, k(e 05 ...) (sir care apartine spatiului s,,), avem ci

- €
lz =2l = {1(0, -, 0, &keyas - i)l = suD [&] < 5 <e.
k>k(e)+1

3. Spatiile I%.. Pentru p € [1, 00), considerdm multimea I¥, = {(£,)n>1 C
K| 3,51 |€,[P este convergenti}; elementele sale se numesc giruri p-absolut
sumabile. Cu operatiile uzuale de adunare si inmultire cu sclari, I, este un
spatiu liniar (faptul ci suma a dou# siruri din [f, este tot in I rezulta cu
inegalitatea lui Minkowski). Aplicatia

(En)ﬂzl — <Z I{nlp)

este o normi pe I%,, notatd in continuare cu ||-||,. Primele doua proprietiti ale

normei se verifics imediat, iar [|(§,)n21+ (Tn)n21llp < [(€a)n21llp+ (M) n2all
rezultd cu inegalitatea lui Minkowski.

Mai mult, (&%, ||-||,) este spatiu Banach. Intr-adevir, si consideram (z,),
un gir Cachy arbitrar in %, z, = (Efcn))k. Pentru orice numir natural fixat k,

€67 — €7 < ||Zn — Tmll, — 0 pentru n,m — oo,

deci (¢, (n) )n este sir Cauchy in K. Deoarece K este complet, pentru fiecare
k, existd Iimf,(cn) = £,. Observdm mai inti ci sirul numeric = (€;)x € 1%
n
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Intr-adevar, cum (z,), este sir Cauchy, el este mérginit, prin urmare 3a > 0,
astfel incit

Z|£§cn)|p <af, Vn,meN.
k=1
Fixdnd m € N, pentru n — oo, avem ci Y .- €7 < aP, ceea ce dovedeste
cizelf.
Dacd mai aritim ci |z, — z||[, — 0, n — oo, putem concluziona ci
(&%, 1| - llp) este spatiu Banach. Fie deci € > 0. Cum (z,) este sir Cauchy,
In. astfel inclt Vn,m > n., ||z, — Zm||p, < €/2. Atunci, pentru fiecare numar

natural [, avem
!
E\P
>l -7 < (5)
k=1

si, pentru m — 00,

S I - 6P < ()"
k=1

Din aceastd inegalitate, pentru [ — oo, rezultd

Sl - < ()
k=1

si deci ||zn, — z||p, < €, VR 2> n,.

4. Spatii de functii mirginite. Daci T este o multime nevid4, si
notdm cu B (T) = { z: T — K | z functie mirginitd}. Cu operatiile uzuale
de sumare si inmultire cu scalari ale functiilor numerice By (T') este spatiu
liniar. Se verific imediat ci aplicatia  —— ||z||o0, unde

1zllw = sup |x(¢)]
te(a,bj
este 0 normi pe By (T). S4 arftdm ci (Bx(T), || - ||l) este spatiu Banach.
Fie (z,)n un gir Cauchy. Atunci, pentru orice t € [a, b], fixat, avem
|Z0(t) = Zm(t)| < ||Zn — Zm|leo — 0, pentru n,m — oo, deci (z,(t)), este sir
Cauchy in K. Din nou, din completitudinea lui K rezultd ci existd (unic)
un numir, z(t) cu z,(t) — z(t). Ardtdm ci functia z : T —— K, definitd
prin z(t) = 1i’rlnzn(t) se afli in Bk (T). Deoarece sirul (z,), este Cauchy, el

este mirginit, deci existd a > 0 astfel incat ||z,|j0 < @, Vn € N. Atunci,

|z(t)| = lim|z,(t)] < @, VteT,
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adici functia 2 este mirginita.

S4 mai verificim ci pentru Ve > 0, 3 n, astfel Incat Vn > ng, ||z, — 2|l <
g, adicd (z,), converge la z in (Bx(T),| - |lo). Fie € > 0 si n. astfel incat
pentru n,m > n, ||Tn — Tm|le < £/3. Atunci,

1€ = Zn llo = sup Bm [zn(t) — zn, (t)] <

tela,b) M0 -

< sup sup|zn(t) — zn,(t)] = sup||zn, — Tn,floo <

te[a,b] n2n. n>n,

Wl M

si prin urmare, Vn > n.,
E €
|z = Znlloo < I — Zn oo + [1Tn = Tn,lloo < 3 + 3 <€

Remarcim cd (B (N), || - [loo) = ((E, ]| - ||) (Exemplul 2).
5. Spatii de functii continue. Fie Ck|a,b] spatiul liniar al functiilor
continue pe intervalul [a, b] (cu valori in K), echipat cu norma

|zllo = sup |z(t)] = max|z(t)].
tela,b| t€(a,b]

Demonstram ci (Cx|a, b], |||lo) este spatiu Banach. Tinand cont de faptul ci
Cx|a, b] este subspatiu liniar al spatiului Banach (Bk/[a, ], ||-||c) este suficient
s4 verificim ci Ckla, b] este inchis in (Bkl[a,b], || - ||ec). Fie deci (z,)n un sir
din Ck/|a, b] convergent in (Bgla,b], | - |lo) la z. Daci aritdm ci functia z
este continud pe [a, b], demonstratia este incheiati. Si fixdm deci t € [a, b].
Trebuie si dovedim c# pentru Ve > 0, 3 § > 0 astfel incat dacX |s — ]| < 6,
|z(s) — z(t)| < €. S& ludm n. cu ||zp, — Z||o < €/3. Cum functia z,, este
continui in ¢, existd 6 > 0 astfel incat daci |s—t| < 4, [zn, () —z., ()] < /3.
Atunci, pentru |s — t| < § avem

2(5)=2(t)] < |a(8) ~n, (5) +12n, (8)=Ta, () |+l () -2 ()] < S+T+Z <.
ceea ce dovedegte ci functia x este continui in t. Norma pe Cgla,b], va fi
notati in mod uzual cu || - || in loc de || - ||oo-

6. Spatiile L% (T). Fie T = [a,b], un interval de numere reale si
p € [1,00). Spatiul L% (T} este definit ca spatiul liniar al tuturor claselor
de echivalenti al functiilor numerice definite pe T m#surabile Lebesgue cu
proprietatea ci |z|P este integrabild. Doua functii sunt echivalente daci sunt
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egale a.p.t. (clasa de echivalents a elementului z se noteazi cu acelasi simbol,
z). Aplicatia definitad prin

Izl = ( / (elPd)?

este o norm3 pe L5 (T) si (L% (T), ||-||») este spatiu Banach. Pentru demonstra-
tia acestui rezultat se poate consulta de exemplu [5].

2.3 Spatii normate finit dimensionale

2.3.1 Echivalenta normelor

Urmitorul rezultat aratd ci toate normele pe un spatiu liniar finit dimen-
sional sunt echivalente si, ca urmare, toate topologiile de spatiu liniar normat
coincid.

Teorema 2.4 Fie X un spatiu vectorial peste corpul K avdnd dimensiune
finitd, dimg X = n < oo gi {e,é€a,...,en} 0 bazd algebricd a spatiuvlui X.
Atunci:

1) Aplicatia reald pe X, z — ||z||2, unde, pentru = = Z};l £;¢;5,

1

Il = (Z |f,—|2)§

J=1

este o normd pe X.
2) Orice altd normd pe X este echivalentd cu || - |2
Demonstrafie. 1) Acest fapt rezultd imediat cu inegalitatea lui Minkowski
(2.2, Exemplul 1, (3)).
2) S4 considerdm || - ||, o altd norm& pe X. Atunci, pentru orice
T = Z;.l:l £ ;e;, folosind proprietatile normei si inegalitatea lui Holder, obtinem

n n
Izl = 11D &ell < D161 lleslh <
j=1 j=1

s(Ds,-P) (Znejn?) =(Z||ej||2) [ES
Jj=1 j=1 J=1
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Prin urmare mai avem de aridtat cd existi 8 > 0 astfel incat ||z|lo < B]|z|,
VYV € X. Si presupunem prin absurd ci aceasta nu se intdmpld, deci ci
VB > 0, 3z € X, cu |lzg|l2 > Bllzs|; in particular, pentru orice numir
natural m, 3z, € X, cu ||zm|2 > m|zn||. S& considerdm sirul (ym)m>1,
unde

1
Ym =
. | Zml|2

Retinem ci ||ym|l2 = 1 st & ||ym]] < 1/m, Ym € N. Cum ym, € X, ym =
=37, 1™e;, ¥m € N. Fixénd j arbitrar, j € {1,2,...,n}, din

Tom.

1
™| < (Z In‘""P) = |lymll2 = 1, Vm € N,

obtinem ci sirul numeric (ngm))mzl este mirginit, deci contine un subsir
convergent. Procedind prin diagonalizare, gisim pentru Vj € {1,2,....,n}

un subsir convergent al sirului (7, (m) )m>1, notat, pentru simplificarea scrierii

cu (7§ Noms ’ygm) — ;. S& deﬁnlm in K™ girul (2m)m>1,

=3,
j=1
si elementul
n
z= 273'61"
i=1

Deoarece (zm)m>1 este un subsir al sirului (ym)m>1 (am procedat prin dia-

gonalizare pentru extragerea subsirurilor (v; ™ Vi € {1,2, ....,n}), avem
1
n 2
—h — i (m)|2 _
1= h’{ln”zmlb hgln (Zl |7] l )
J___

1 1
n 2 n 2
= (Zlgglmm)ﬁ) = (lel"’) = |zl
j=1 i=1

deci, retinem ||z||; = 1. Pe de altX parte, V m € N |

Izll < llz = zmll + llzmll = ||Z 7™ esll + llzmll <
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< Z ;=A™ el + llzmll < Z s =7 lesll + —

Cand m — oo, obtinem ||z]| = 0, deci z = 0, ceea ce contrazice faptul ci
lzllo = 1.

Prin urmare existd 8 > 0 astfel incat ||z||2 < B||z||, Vz € X, ceea ce ne
permite si concludem c¥ orice normi pe X este echivalentd cu norma || - ||2.
Corolarul 2.5 Orice spatiu normat finit dimensional, (X, || - ||) este spatiu
Banach.

Demonstratie. S¥ alegem {e;, es, ..., e,} 0 bazi algebricd a spatiului liniar X.
Norma || - || fiind echivalenta cu || - ||, este suficient si aritim ci spayiul X
cu metrica definitd de norma euclidiani, || - ||z, este complet. Dacd (z.,)m,

Tm =31 {ﬁm)ej, este un sir Cauchy arbitrar, pentru orice j € {1,2,....,n},
sirul (§§-m))m este Cauchy in K, aga cum rezulti din inegalitatea

k 1
€% — ™) < ok — Zumll2

Cum (K, |-|) este complet, exist §; € K, §; = llgln ;. Aritim ci z,, — I,
unde = )7, €,e;. Deoarece (Z)m este sir Cauchy, pentru Ve > 0, 3m, €
N, astfel incat Vk,m > me, |ox — zmll = (X7, 1657 — €22 < ¢/2.
Fixand m arbitrar, m > m, si trecAnd la limit4 in inegalitatea de mai sus
pentru k — 0o, obtinem

Sl - g2 <e/2<e, Ym=m,,

j=1

adicd ||z, — z||2 < &, Vm > m,. Am ar#tat deci cd sirul Cauchy (zm,)m este
convergent.

Corolarul 2.6 Orice subspatiu liniar finit dimensional Y al unui spatiu
normat (X, || - ||) este inchis.

Demonstratie. Din corolarul precedent, spatiul normat (Y, || - ||) este Banach.
Daci y se afla in inchiderea multimii Y, existd un sir de elemente din Y,
(yn)n, care converge la y. Sirul (y,). este Cauchy in spatiul complet Y, deci,
existi ze€Y, z = lirrlnyn. Din unicitatea limitei (in spatii Hausdorff ) rezulti
cdiz=ye€Y.
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2.3.2 Multimi compacte in spatii normate
finit dimensionale

In acest paragraf vom arita ci familia multimilor compacte in spatii normate
finit dimensionale coincide cu cea a multimilor inchise si marginite.

Lema 2.7 Fie (X, | - ||) un spatiu normat i Y un subspatiu liniar propriu
inchis al spatiului X (Y G X). Atunci, pentru orice € > 0 existd un element
z. In X \'Y astfel incdt ||z.|| =1 gi ||[z. —y|| >1—¢, Vy € Y.
Demonstratie. Fiee >0, (e < 1). CumY ¢ X, existiz € X \ Y. Si notdm
cu d distanta dintre elementul z si multimea Y. Y fiind multime inchisi, d
este strict pozitivi, d = 1Juel}f/| z —y|| > 0. Din d < d(1 + €), rezult¥ c¥ existi

un element y, € Y astfel incat d < |z — y.|| < d(1 + €). Definind z. prin

1

Te = -
R ERT

(T — ¥e)
observidm ci z. ¢ X \ Y (deoarece dacd z. ar fi in X \ Y, ar rezulta ci

T =z, ||z — ||+ ye €Y, ceea ce contrazice alegerea elementului z € X \ Y).
Este clar c4 ||z.|| = 1, si, pentru y € Y arbitrar, avem

1 1
lze =yl = lli—— - @ = %) —yll = 57— - Iz — (¥ + vllz — eIl >
I — el Iz = el )
1 1 1
> -d > d=——>1-c¢
lz — vell d(1 +¢€) 1+¢
Teorema 2.8 (Teorema lui Riesz) Fie (X, || - ||) spatiu normat peste corpul

K. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1) X este finit ditnensional;

2) Orice submulime inchisd st mdrginitd a lui X este compactd.
Demonstratie. 1) = 2) Si presupunem ci dimensiunea spatiului liniar X este
n si si considerdm {ey, ey, ..., e,} 0 bazi arbitrari a sa. Fie A o submultime
marginitd si inchisi a lui X si (zm)m un sir de elemente din A. Deoarece
-1l ~ |- |2, rezultd c& existd « > O astfel incat ||zm|]2 < @, Ym € N. Fiecare

Im = Z?:] é_z('m)ei, si, din

LY

1
n 2
™| < (Z lfﬁ"”ﬁ) =||Zmllz < @, Vme N
i=1
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rezulti ci sirul ({f-m))m este mirginit, Vi = 1,2, ..., n, deci contine un subgir
convergent (¢ = 1,2,...,n). Atunci, procedand prin diagonalizare, obtinem
un subgir (zp)m al siralul (Tm)m , zZm = Yoo, 'y,(m)e,- si ’y,(-m) — 7,, cand
m — o00,1=1,2,...,n. Punind z = Z:;l v;€i, avem cd z,, — z, pentru
m — 00. Tntr—a.deviir,

1
n 2

lzm — 2|2 = <Z |’Yim) - ’7i|2) — 0, cAnd m — oo.
i=1

Mai mult, A fiind inchiss, z € A. Am aritat ci orice sir de elemente din A
contine un subsir convergent la un element din A, ceea ce dovedeste ci A
este mul{ime compacti.

2) = 1) Si presupunem prin absurd ci X nu este spatiu liniar finit
dimensional. Fie z; € X, z, arbitrar nenul si Y; subspatiul liniar generat
de z,. Subspatiul Y; fiind finit dimensional, cu Corolarul 2.6 rezulti ci Y;
este inchis in X. Deoarece X nu este finit dimensional, ¥; & X. Atunci, din
lema precedent, 3z, ¢ Y, ||z2]| =1, ||z2 — yl| > 1/2, Yy € Y); in particular,
|lz2 — z1]] > 1/2. Mai departe, fie Y2 subspatiul liniar generat de {z;,z,}.
Argumentand ci mai sus, Jz3 ¢ Yo, ||zs|| = 1, ||lzs — y|| > 1/2, Vy € Ys;
in particular, ||z3 — z;|| > 1/2, i = 1,2. Procedand inductiv, obtinem un gir
(Zm)m In X astfel incat ||z,]| = 1 §i ||zm — zk|| > 1/2, Vm, k € N. Deci,
bila unitate inchisi B(1), contine un sir, anume (T, )m, care nu are subsiruri
convergente, adici nu este multime compacts, desi este inchisi si mirginiti,
ceea ce contrazice 2).

Corolarul 2.9 Fie (X, || - ||) un spatiu normat peste corpul K astfel incat
bila unitate inchisd a spatiului X este compactd. Atunci X este spatiu liniar
finit dimensional.

Demonstratie. Cu teorema lui Riesz este suficient s aritim ci daci A este o
multime mirginiti si inchisi, atunci ea este compacts. S& considerdim A C X
o multime m¥rginiti si inchisd. Atunci, 3a > 0 astfel incat ||z]| < a, V € A,
ceea ce implici 1/a A C B(1). Totodati 1/a A este multime inchiss, deci
fiilnd submultime a multimii compacte B(1), este ea insisi compact¥. Cum
aplicatia £ — 1/ - z este un homeomorfism pe X, putem concluziona ci si
A este compact4.

Incheiem aceastd sectiune cu o aplicatie, un rezultat de aproximare in
spatii liniare normate.

Propozitia 2.10 Fie (X, || - ||) un spativ liniar normat peste corpul K si
Y un subspatiu liniar finit dimensional al spatiului X. Atunci, pentru orice
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T € X, eristd un element y, € Y astfel incdt
d(z,Y) = ||z — yl,

(y: se numegte element de cea mai bund aprorimare a elementului  in Y').
Demonstratie. S& notdm cu d = d(z,Y). Cum d = in)t;“a: — y||, pentru orice
ye

n € N, existd y, € Y astfel incat d < ||z — yn|| < d + 1/n. Subspatiul Y
fiind inchis in X (conform Corolarului 2.6), rezulti ci A, inchiderea multimii
{yn | n € N} este continutd in Y. S mai notdm ci A este mirginiti.
Deoarece Y este finit dimensional, cu Teorema lui Riesz, avem ci A este
compacti, deci orice sir de elemente din A, in particular (y,),, contine un
subsir convergent, fie acesta (yn, )x — Yz- A fiind inchisi, y; € A C Y. Din

1
dS ”'T_ynk“ <d+ —
3

rezultd, pentru k — oo, ci d = ||z — v

Exemplu. Si considerdm spatiul liniar normat (Cx{a, b}, || - ||eo) §i subspatiul
sdu Ppla, b], al tuturor polinoamelor de grad mai mic decat n. Este clar ci
P,[a, b] este finit dimensional (o bazd a sa fiind {1,¢,2, ...,t"}). Cu propozitia
de mai sus, pentru orice functie continud z € Ci|a, b], existd un polinom de
grad cel mult n, p(t) = i, APt A" e Kk =1,2, ..., n, astfel incat

n

n
i - k — _ (=) 1k
NG MR o

! k=1

2.4 Definitia spatiilor Hilbert si proprietati
elementare

Definitie. Fie X un spatiu liniar peste corpul K. Se numeste produs
scalar pe X o aplicatie definitd pe X x X cu valori in K avind urmé#toarele
proprietéti:

i) <ar+fy.z>=a<z,z>+<y,z>, Vr,y,z2€ X, a, B € K;

(i) <z, y >=<y,z >, Vr,y€ X;

(i) < z,2 >>0, Vre X, z #0.

- Dacid < -,- > este un produs scalar pe X, perechea (X, < -,- >) se nu-
meste spatiu cu produs scalar sau spatiu prehilbertian.
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Observatie. Din definitia produsului scalar rezulti cu usurinta gi urmi-
toarele propriet#ti ale sale:
)<rzay+PBz>=a<z,y>+B8<z,z> Vz,y,z€X,a, €K ;
2) <z,z>>0, Vz € X,
3)<z,0>=0, Vz € X.
Pentru a simplifica notatiile, vom folosi in consideratiile imediat urma-

toare prescurtarea ||z|| = /< z,z >. De fapt, vom demonstra (vezi Teorema
2.16) c4, intr-adevir, || - || este 0 normi pe X..

Exemple. 1. Pentru z = (£,,&,,.....&,) siy = (7,79, ..., 7,,) In K™ s&
definim

n
<zI,y>= Zgzm
i=1

Atunci, < -,- > este un produs scalar pe K™.
2. Aplicatia < -,- > definit pe I% x [%cu valori in K prin

oo
<z,y>=) €7
=1

unde z = (£,)n, ¥ = (1,)~ este un produs scalar pe l%.
3. S4 definim pentru z, y € L%([a, b)),

<zy>= / (5D,

(L%([a,b]), < -,- >) este un spatiu cu produs scalar.

Propozitia 2.11 Fie (X, < -,- >) un spatiuv cu produs scalar §i z, y elemente
arbitrare in X. Atunci:

1) |z + 1>+ |lz — yl|? = 2( ||z||*+ |lyl|®) (Identitatea paralelogramului).
2) In cazul in care K = R

1
<z,y>= Z(lz +yl* - llz - yll")

gicind K =C *
3

1
<z, y>= 1 ;iknm + i"y||2

(Identitatile de polarizare).
Demonstratie. Verificarea egalititilor se face imediat, folosind proprietitile
produsului scalar.
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Vom introduce in continuare citeva notiuni geometrice ce se extind in
mod natural de la spatii finit dimensionale la spatii cu produs scalar arbitrare.
Definitie. Doi vectori, z si y intr-un spatiu X cu produs scalar se numesc
vectori ortogonali sau perpendiculari, (si scriem zly) daci < z,y >= 0.
Spunem ci vectorul z este ortogonal (perpendicular) pe multimea A C X
dacd zly, Vy € A. Multimile A §i B sunt ortogonale (AL B) daca Vz € A
si Vy € B, zly. O familie (nevidd) de vectori ai spatiului X, {z, | € I} se
numegte ortogonald daci z,1z,, ¢ # 7. Daci in plus, ||z,|| = 1, Vi € I, fami-
lia {z, | ¢ € I} se numeste ortonormali.

Observatie. Daci {z, | ¢ € I} este o familie ortonormald in X, atunci ea
este liniar independent&, deorece, din 0 = E:Zl a,Ty rezultd 0 =< 0,1, >=
=< Z::l QZTE, I >= Z::l < QkZk,T) >= Q.

Propozitia 2.12 (Teorema lui Pitagora) Dacd z 1y, atunci

Iz +yll* = llzll® + llyll*.

Demonstratie. Pentru z gi y doi vectori ortogonali, avem: ||z + y||? =
=<z4+y,z+y>=|zl*+ <z,y >+ <y, z > +|lylI* = lz]* + yl|*
Teorema 2.13 Fie {z}1<k<n 0 familie ortonormald in spatiul cu produs
scalar X. Atunci, pentru orice x € X, are loc egalitatea

n n
lz||? = Z| <z, > |* 4|z - Z < T,z > Tk
k=1 k=1

Demonstratie. Scriindu-1 pe z,

k3 n
I=Z<$,Ik>$k+($—2<r,xk>xk),
k=1 k=1

un calcul scurt, in care se folosesc proprietitile produsului scalar, arati ci
T— Yoy < T,Tk > Tk §i Y py < T,Tk > Ty sunt ortogonali. Atunci, cu
Teorema lui Pitagora, obtinem

n n
[l||® = | Z <z,7 > |2+ |z - Z <,z > zi||2
k=1 k=1

Tinand cont ci {zx}};_, este o familie ortonormali, avem

n n
1Y <zzme>zlff =) | <zz> [
k=1 k=1
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ceea ce incheie demonstratia teoremei.
Corolarul 2.14 (Inegalitatea lui Bessel) Fie {zx}}_,0 familie ortonormald
in spatiul cu produs scalar X. Atunci, pentru orice T € X,

n
Izl > Y | <z, 2 >
k=1

Corolarul 2.15 (Inegalitatea Cauchy-Schwarz) Pentru orice doi vectori z
gt y ai spatiulur prehilbertian X are loc inegalitatea

| <z, y>| <l -yl

Demonstratie. Cazul y = 0 este banal (inegalitatea devine 0 = 0); si pre-
supunem deci ¢ y # 0. Familia formatd doar din vectorul y/||y|| este o
familie ortonormali. Daci aplicim inegalitatea lui Bessel, obtinem pentru

orice z € X, \

el > | <z, > p = S2Y 2L

Iyl Iyl

Teorema 2.16 Fie (X, < -,- >) un spatiu prehilbertian. Aplicatia
z — ||z|| =< z,z >3, este o normd pe X.
Demonstratie. Proprietitile normei, cu exceptia inegalitdtii triunghiului, se
verifici imediat {inind cont de proprietitile produsului scalar. Fie acum z,
y € X. Atunci, cu inegalitatea Cauchy-Schwarz, avem

lz+yllP=<z,2>+<z,y>+<y,z>+<yy>=
=<zr,r>4+2Re<z,y>+<y,y><
<<z, z>+2<z,y>|+<y,y><

1 1
<Lz, z>4+2< 1,z >2<y,y >+ <y,y >,

deci
lz + ylI® < llzll® + Iyl

Teorema precedents aratd cd daci (X, < -,- >) este un spatiu prehilber-
tian, < -,- > induce o metrici naturali pe X, cea definitd de norma ||z|| =
<zI,1>7

d(z,y) =<z —-y,z—y >7
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Avem deci in X, notiunile de convergentd, completitudine, densitate din
spatii metrice (in particular, normate).

Definitie. Un spatiu cu produs scalar (X,< -,- >), cu proprietatea ci
(X, || - ) este spatiu Banach, se numeste spatiu Hilbert.

Observatie. Daci X este spatiu Hilbert, aplicatia (z,y) —< z,y >
definitd pe X x X cu valori in K este continui. Intr-adevir, fie (2,.)n §i (Yn)n
astfel incat z = 1i111m$n siy = lirrlnyn. Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz,

| <Zn,y>-<zy>|=|<zn—z,y>[<|lzn -2z - Iyl

deci, sirul numeric (< z,,y >), converge la < z,y > . ApliciAnd aceeasi
inegalitate, avem cd

| <Zn—2,9n —y > | < |lTn =zl - llyn — vl

ceea ce aratd cd < ,— I,y —y >— 0, cind n — oo. Totul este clar acum,
observand ci are loc urmitoarea egalitate:

< IpyYn > — < LY >=<ZTn—ZT,Yn—Y > + < ITp,T>+<I,Yp> —2< 1, > .

Exemple. 1. K™ este spatiu Hilbert n-dimensional.

2. [% este spatiu Hilbert infinit dimensional. Familia B = {e,| n € N}
unde e, = (5£"))k este liniar independent.

3. L%([a,b]) este un spatiu Hilbert infinit dimensional, deoarece functiile
1, t, t%, ..... constituie o familie liniar independent.

4. Spatiul liniar P al functiilor polinomiale cu coeficienti in K, definite
pe intervalul real [a, b}, inzestrat cu produsul scalar

b
<fo>= [ fega
a
nu este complet. Aceasta o putem dovedi, de exemplu, considerand sirul
(Pr)n, .
1 .
- iy
P,(t) = z; 5t
]=

care converge in L%([a,b]) la g(t) = 1/(1 — 3t). Deci, (P,)n este sir Cauchy
in P, dar nu converge la un vector din P deoarece g ¢ P C L%([a, b]).
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2.5 Proiectii pe subspatii inchise

In continuare, daci Y este o submultime a unui spatiu Hilbert X vom nota
cu Y+ multimea vectorilor din X care sunt ortogonali pe Y.

Propozitia 2.17 Fie Y o submultime arbitrard a spatiului prehilbertian X .
Atunci, Y1 este un subspatiu liniar inchis al spatiului X g1 Y1 = .S)Tl.
Demonstratie. Folosind liniaritatea (in prima variabild) a produsului scalar,
rezults imediat ci Y1 este subspatiu liniar al lui X. S& demonstrim ci acest
subspatiu este inchis. Fie z € Y+, deci 3(z,)» C Y+, z, — . Pentru
y €Y, (< zn,y >)n converge la < z,y > . Cum < z,,y >= 0 rezultd ci

< 1,y >= 0, prin urmare z € Y. Egalitatea Y = SpY " se demonstreaz
cu argumente similare.

In cele ce urmeazi considerim Y subspatiu inchis al spatiului Hilbert
X . Subspatiul inchis Y+ se numeste complementul ortogonal al subspatiului
Y. Teorema pe care o vom demonstra in continuare aratd ci existd vectori
ortogonali pe orice spatiu inchis, de fapt sunt atat de multi astfel incat X =
{y+z|yeY, ze Y} Aceastd proprietate geometricid importantd explici
bogitia si varietatea rezultatelor referitoare la spatii Hilbert fatd de cele ce
se pot obtine in contextul mai general al spatiilor Banach.
Lema 2.18 Fie X spatiu Hilbert i Y subspatiu inchis al spatiuvlui X. Atunci,
pentru orice £ € X, existd un unic element de cea ma: bund aprorimare a
lui  in Y, adicd 3y, € Y astfel tncGt y. = d(z,Y).
Demonstratie. S& notdm d = d(z,Y’). Atunci, existd un sir (yn)n C Y, astfel
incat

1
d< ||l'—yn”<d+;

Pentru n, p € N,avem

|Iyn+p - yn”2 = ”(1‘ - yn+p) - (I - yn)||2 =

I =Nz = ynsp + & — wull® =

_ Ynyep + Un
2

=2[lz ~ Ynspll* + 2llz — vn
= 2/lz = Yospll® + 20|z — pall® - 4llz I? <

1
< 4(d+ =) —4d* — 0, cand n — oo.
n

Egalitatea a doua rezulti din Identitatea paralelogramului; iar inegalitatea
din faptul ci (Ynip + ¥n)/2 € Y. Am aritat cd (yn). este sir Cauchy in X,
deci convergent, si deoarece Y este inchis, limita sa, pe care o notdm y, se
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afli in Y. Rezultd imediat, trecand la limitd in d < ||z — yu|]l < d + 1/n,

n — 00, cd ||z — y.|| = d. S& presupunem ci z este un alt element in Y astfel
incat ||z — z|| = d. Atunci,

“Z - yn:”2 = H(l — z) —(z - yI)“‘z _

= 2llz — 2| + 2z — yal® — 4ljz — Z—J;—yxn? < 4d? — 4d® =0,
ceea, ce dovedeste si partea de unicitate.

Observatie. Urmirind demonstratia de mai sus, se observi ci lema functio-
neazi intr-o situatie mai generali, anume cand Y este submul{ime convexi
inchisd a spatiului X.

Teorema 2.19 (Teorema Proiectiei) Fie X spatiu Hilbert §i Y subspatiu
inchis al spatiului X. Atunci, pentru orice element © € X, existd tn mod
unic y €Y st z € Y astfel incit T =y + 2.

Demonstratie. Fie z € X. Folosind lema precedentd, existd un unic element
de cea mai buni aproximare a elementului z in Y, fie acesta y,. Luim y = y,
siz =1z —y, deci = y + 2. Singurul lucru care trebuie verificat acum este
cize Y adicd z1Y, sau, echivalent, < z,v >=0,Vv € Y. Pentrut € Y si
A € K, arbitrari, avem

2 2 2
z[|© < |lz -t = - M||* =

= ||z|? - A<z 0> = A < z,v > +AN|lv||%
Punand aici A =< z,v > /||v||?, rezultd

l<z,2o>2 |<z,o> ]2 | <z,v0> |

Il [0} ol -

deci | < z,v > |? < 0 ceea ce in definitiv revine la < z,v >=0, Vv € Y.
Unicitatea se demonstreazi cu usurintid: daci z’, y/ sunt alte doud e-
lemente in Y, respectiv Y!, astfel incat z = ¢ + 2/ = y + z, rezultd ci
Y —y=2—-2e€YNY+={0},deciyy/ =y, 2’ = 2.
Observatie. Elementul y se mai numegte si proiectia vectorului z pe sub-
spatiul liniar Y.
Urmitorul corolar rezultd in mod evident din teorema precedenti.
Corolarul 2.20 Fie X spatiu Hilbert $i Y subspatiu inchis propriu (Y C X)
al spatiului X. Atunci Y+ # {0}.

121 < =]l -
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2.6 Baze ortonormale

Pentru definirea notiunilor noi din aceasti sectiune sunt necesare citeva pre-
liminarii.

Lema 2.21 Fie X spatiu Hilbert gi (z,)n un gir de vectori ortogonali din
X (< Tp,Zm >= 0, Vn # m) cu proprietatea cd seria Y ., ||zn||* este
convergentd. Atunci, seria Y. ., Zn este necondifionat convergentd in X
(Vo permutare a multimii N, seria Y. ., To(n) €ste convergentd). Mai mult,
suma seriei Y., In nu depinde de ordinea termenilor.

Demonstratie. Dac s, = > oo, Tk 81 tn = > p_; ||zk||?, din teorema lui
Pitagora obtinem

“311.+p - 311”2 = tntp = tn, Vn, pe N

ceea ce dovedeste ci girul (s,), este Cauchy. Cum X este spatiu Hilbert
rezultd ci acest gir este convergent, sau, echivalent, seria )_ ., z, este con-
vergentd. Si considerdm o o permutare a multimii N. Deoarece seria nume-
ric ) ., ||z.]|? este neconditionat convergents, rezultd, cu acelasi argument
ca mai sus ci seria Y n>1 La(n) converge. Singurul lucru pe care il mai avem
de demonstrat este ci z = y, unde z = Z;‘:’:l TpSly = Zf;l To(n)- fn mod
clar, z — y € Sp{z, | n € N}. Pe de alti parte, pentru orice m € N,

k3 n
<ZT—Y Ty >= lim < Zxk — Zxa(k),zm >=0,
et k=1

prin urmare, z—y € Sp{z, | n € N}l. Concludem ciz—y € Sp{z, | n € N}l
NSp{z. | n € N} = {0}, deci z = y.

Lema 2.22 Fie X spatiu Hilbert gi {z, | ¢ € I} o familie ortonormald
in X. Atunci, pentru orice £ € X, submulftmea I, a multimii indicilor I,

I.={tel]| <z,z; ># 0} este cel mult numdrabild.

Demonstratie. Pentru € > 0 arbitrar s notdm

I ={iel||<z,1.>]|>c¢).

S& presupunem ci I este o multime infinitd. Atunci,Vn € N, 3¢y, t9,...,t, €
e , adicd 3 1y, 19, ..., L, In I cu proprietatea | < z,z,, >|>¢€,Vk=1,...,n.
Folosind Inegalitatea lui Bessel rezultd c& Y ;_, | < z,z,, > |> < ||z]|?, ceea
ce implici n - €2 < ||z||?, Vn € N (contradictie). Prin urmare, am stabilit
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ci pentru Ve > 0, I¥) este vidd sau finitd, si cum I, = 5, 1™ rezulty
ci I, fiind reuniune numirabild de multimi finite (sau vide), este cel mult
numirabili.

Observatie. Dacd {z, | « € I} este o familie ortonormald in X, pentru
orice £ € X putem considera familia (numericd) {< z,z, > | 1t € I} C K,
numitd familia coeficientilor Fourier ai elementului x tn raport cu familia
ortonormald {z, | . € I}.
Notatii. Fie X spatiu Hilbert real sau complex, {z, | « € I} o familie ortonor-
maliin X,z € Xsil, ={c€ ]| <zxz; ># 0}. Dac¥ I, este finitd vom
nota in mod natural cu y_ ., < z,z, > z, (respectiv ) | < z,z, > |?)
suma ZLGI: < z,z, > z, (respectiv ZLEI: | < z,z, > |?). In cazul in care I,
nu este finitd, din Lema 2.22 rezulti ci existd o bijectie o0 : N — [;. Sirul
(< T,ZTo(n) > To(n))n satisface ipotezele Lemei 2.21. Intr-adevir, el este un
sir ortogonal si Y51l < Z,Zom) > Tom)||* = Fonsi | < T Zomy > |2, deci
este convergents, deoarece seria Y., ., | < Z,Tsm) > |* este (neconditionat)
convergenti (din inegalitatea lui Bessel, t, = Y p_; | < z,Zox) > |2 < ||z]?).
Rezultd ciseria y ., <, To(n) > To(n) cOnverge in X gi suma sa nu depinde
de ordinea termenilor, adici de alegerea permutirii o. S& mai notim cj seria
numericd Y ., | < ,Z,(n) > |? este si ea neconditionat convergenti (este ab-
solut convergent4) si ci suma sa este de asemenea independent de alegerea
permut#rii . Prin urmare, este corect si notdm cu ) ., < z,z, > z, (res-
pectiv 3 ;| < z,z, > |*) suma seriei Y ., < T,Zom) > Ton) (Tespectiv
> o1 ] < Z,Tom) > |?), unde o este o bijectie o : N — I, (sumele seriilor
nu depind de alegerea lui o).

In final, remarcim ci, tinand cont de notatiile introduse, pentru Vz € X,

are loc
Yol <zz > < el

el

(Inegalitatea lui Bessel pentru familii ortonormale arbitrare).

Definitie. O multime ortonormald B = {z, | « € I} a spatiului Hilbert
X se numeste bazd ortonormald (sau sistem ortonormal complet) daci nu
existd nici o submultime ortonormal a lui X care si o contini strict (cu alte
cuvinte, B este element maximal in multimea partilor ortonormale ale lui X,
ordonati cu relatia de incluziune).

Teorema 2.23 In orice spatiu Hilbert X # {0} ezistd baze ortonormale.
Demonstratie. Fie C familia tuturor submultimilor ortonormale ale lui X. C
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nu este vidd (deoarece X # {0} = {(1/||z||)z} € C). Ordondm C cu inclu-
ziunea: B, < B, & B; C B;. Aceasta este o relatie de ordine partiald pe C.
Observim ci (C,<) este inductiv ordonati (deoarece, daci (By)q este o fa-
milie total ordonati, By = | J, B. este un majorant al sfu). Cu Lema lui Zorn
rezult¥ ci existi un element maximal B in (C,<), deci o bazi ortonormali a
spatiului X.

Definitie. O submultime A a spatiului X se numeste submulfime totald in
Xdaciz 1l A=z =0.

Teorema 2.24 Fie B = {z, | « € I} o multime ortonormald in spafiul
Hilbert X. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) B este bazd ortonormald;

(2) B este submultime totald tn X,

(3) Sp B = X;

(4) Pentru oricec € X,z =) ., < z,z, > x, (orice element = din X se
dezvoltd in serie Fourier in raport cu B);

(5) Pentruoricez € X, || z||2 =3, | < z,z, > |* (egalitatea lui Parseval).
Demonstratie. Fie z € X. Conform Teoremei 2.13, pentru orice n € N,
arbitrar fixat, avem

n

n
|| - Z| <z, zo0) > P =z - z < T,ZTom) > Toyl?
k=1 k=1

(unde o este o aplicatie bijectivd din N in I;). Rezult¥ c&

r=Y <zz >z |zf=) |<z,z.>,
el el

deci (4)<(5).

Faptul ci (4)=(3) este evident. Si presupunem acum ci z L B, prin
urmare z € B+ =Sp B . Rezultd ci (3)=(2).

S4 demonstridm ci (2)=> (4). Fiez € X,siz=3_, < z,z, > .. Cum
B este totali, pentru a arita ci z = z este suficient si verificdm z—2 1L B =
= {z,| ¢ € I}. Dac¥ k € I,

CI—2,Tx >=<Z,Tx > — < Z <I,T,>L,T >=<TI,Tx>—<I,Tx>=0.
el

Daci k ¢ I,
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<T—2,T>=0-< Z <I,xr,>x,z,>=0—-0=0.
el
Mai departe, daci (1) este adevirati, si x € X, x # 0, atunci

B = {(1/|z|)z} U {z, | « € I} este o multime ortonormali care contine B,
B G B’ (este contrazisf maximalitatea lui B). Prin urmare, z trebuie si fie
nul. Am demonstrat ci (1)= (2). Implicatia inversi este imediatd deoarece
daci B’ este o multime ortonormals astfel incat B ¢ B’, existd x € B'\B.
Rezultd ci £ # 0 si z L B (contradictie cu (1)).

Exemple. 1. In K", baza algebrici standard B = {ex}1<k<n, (unde e; =
(5§’°), 5§’°), ey 65:‘))) este In mod evident multime totali in spatiul Hilbert K,
deci este bazi ortonormali.

2. in 12 multimea B = {e,| n € N} unde e, = (6/)s, este mulime

ortonormald in B; totodatd, ea este si multime totald, deoarece, daci z =
(&) € lf( este ortogonal pe B, adicd < z,e, >=0, Vn € N, cum < z,e, >=
=&, rezultd cd £, = 0, Vn € N, deci, in definitiv z = 0. Conform teoremei
precedente, B = {e,| n € N} este bazi ortonormali in l% .
Lema 2.25 Fie {zx}i<k<n 0 familie ortonormald in spatiul prehilbertian
X st Y subspatiul liniar generat {Ti}i<k<n. Atunci, pentru orice € X,
vectorul y, = ZZ=1 < z,T > Tk este elementul de cea mat bund aprorimare
a vectorului z in Y. In plus

dz,Y) = (Jlz]* - 2 = 3 < z,2¢ > z|D¥si 7 -y, LY.
k=1

Demonstratie. S4 considerdm un element arbitrar z in Y, z = ZZ=1 Tk,
{ak}1<k<n C K. Atunci,

n n n
lz —z||®>= ||z - Zakxkllz =<z- Zaka:k,a: — Zaka >=
k=1 k=1 k=1

n n n n
= “13“2— <z, E QL > — < E QpTe, T > + < E AT, E QR >=
k=1 k=1 k=1 k=1

n n n
= ”.'13”2— Zak< I,Tk > +Za—k < T, ITk> +Zaka_k=
k=1 k=1 k=1
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n n
= ||z||® - Z <Z,T)><I,Tk > +Z(ak— <z,z >)(0r —<T,%k >) =
k=1 k=1

n k(3
=lel* - I <zz > P+ D lou— <z, > P =
k=1 k=1

n
=zl = > [ <z, 2 > P+ llye — 2l
k=1
Deci,

n
. 2 2,1
d(z,Y) = inf|lz — 2|l = ([l]I” - ;I <z,zi > |%)2
si egalitatea are loc daci si numai dacd 2 = y,.
Un calcul simplu, bazat pe proprietitile produsului scalar aratd ci
T — Y poq < ZT,Tk > Ty este ortogonal pe Y.
Teorema 2.26 Fie (u,), un gir de vector:i liniar independenti in spatiul
prehilbertian X. Atunci, existd un gir ortonormal (v,), astfel incdt pentru
orice m € N, spatiul liniar generat de (u;)1<j<mcoincide cu cel generat de
(Vihi1gism.
Demonstratie. Vom construi girul (v,), in modul urmitor: v, = ”7”11—”101,
unde w; = u4, si pentrun € N, n > 2, arbitrar,

1 n—-1

Up = ——Wy,, unde w, = u, — Z < Up, Vg > Vk.
[l

Conform lemei precedente, pentru orice n € N, vectorul Zz;} < Up, Vg > Uk,
este elementul de cea mai buni aproximare a lui u, in spatiul liniar generat
de (vk)1<k<n-1 §i, deci w, este ortogonal pe acest subspatiu liniar al lui X.
Cu aceasta, este clar ci sirul (v,), construit mai sus satisface cerintele din
enunt.

Observatie. Procedeul utilizat in demonstratia teoremei pentru a construi
sirul ortonormal (v,,), pornind de la sirul de vectori liniar independenti (un)n
este cunoscut sub numele de procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt .
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Capitolul 3

Operatori liniari si continui pe
spatii Banach

3.1 Spatiul normat B(X,Y)

In cele ce urmeazid X si Y sunt dous spatii normate peste acelasi corp K
(ambele reale sau ambele complexe). Vom folosi acelagi simbol, || - ||, pentru
ambele norme pe X, respectiv pe Y.

Definitie. Fie (X,|| - |) si (Y,] - |]) doua spatii normate. Spunem ci o
aplicatie T : X — Y este mirginitd dacs existd M > 0 astfel incat

IT(z)]| < Mzl|, VzeX.
Propozitia 3.1 Dacd T este un operator liniar definit pe spatiul normat
(X, | - lI) cu valors in spatiul normat (Y, || - ||), urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

(1) Aplicatia T este continud pe X;

(2) Aplicatia T este continud in zero;

(8) Aplicatia T este mdrginitd.

Demonstratie. Este evident ci (1)= (2); si demonstrim ci si implicatia
inversd este adevirati. SA considerdm z, € X, arbitrar. Pentru € > 0 existd
dc > 0 astfel incat dacd ||ul| < d¢, ||T(u)|| < €. Punand aici u = z — z, si
folosind liniaritatea lui T, obtinem ci pentru € > 0 existd §. > 0 astfel incat
IT(z) — T(z,)|| <&, Vz cu ||z — z,|| < d¢, adicd T este o aplicatie continud
in z,.
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S3 presupunem acum ci T este continui in zero ((2)) si cX nu este
mirginity. Atunci, pentru orice m natural, exist¥ z,, € X astfel incat
IT(zm)]| > m||zm]|- Sirul (ym)m definit prin

1

Yn = —F 7
m||zm||

Im

converge clar la zero si ||T(ym)|| > 1, fapt care contrazice continuitatea lui T'
in zero. Am vizut deci ci (2)= (3). Implicatia (3)=> (1) este banali.
Notatie. Multimea tuturor operatorilor liniari i mérginiti intre doua spatii
normate (X, ||-]]) si (Y, ]|-]]) va fi notatd cu B(X,Y), sicu B(X) cind X =Y.
In cazul particular (Y, - ||) = (K,]-|), adica atunci cand operatorii liniari
sunt functionale liniare, spatiul B(X,Y’) va fi notat prin X* (X* se numeste
dualul spatiului normat (X, | - ||)).

Observatie. Este clar ci multimea B(X,Y) este un subspatiu liniar al
spatiului £(X,Y).
Propozitia 3.2 Aplicatia reald pe B(X,Y), T — ||T||, definitd prin

IT]| = sup || T(z)]

izl <1

este o normd pe B(X,Y).

Demonstratie. Deoarece T este operator mirginit, multimea de numere reale
{IIT(z)]| | llzll £ 1} este mirginits superior, deci aplicatia este bine definiti.
Daci ||T|| = 0, atunci, pentru orice z # 0, T'((1/||z||) - ) = 0, deci T'(z) = 0,
prin urmare T = 0. Acum, considerand T3, T3 € B(X,Y) si ||z]| < 1, avem

I(T1 + T2)(@)|| = ITh(z) + To(2)|| < (Ta2)ll + I T2(2)|| < I Tall + (17201,
deci ||Th + Toll < ||Th|l + |IT2]|. Pentru o € K arbitrar si T € B(X,Y), din -

laT|| = sup {[(aT)(2)|| = Suplla| AT (@) = Ia|”81"1§1||T(3:)l|

llzll<1 l=ll<
rezultd ci ||aT|| = |a| - || T

Observatii. 1. In continuare B(X,Y) va fi intotdeauna inzestrat cu norma
de mai sus. -

2. Din definitia normei pe B(X,Y), rezul-tifx cd pentru orice T € B(X.Y),

IT@) < T - flll,  vVzeX.
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Propozitia 3.3 Fie T in B(X,Y). Atunci

ITjl =inf {M >0 |T()|| < Mlzll, ¥z € X} =

T(zx
— sup |T(2)|| = sup [[T(z)] = supl &
"J:||=1 llzll<1 240 ”I”

Demonstratie. S& notim cu

ITlly = sup [T(z)ll, ITll2 = sup [[T(z)l],

llzll=1 lizll <1

T
WM=M{M>mmum5meWexmumﬁwgwﬁm

Este clar ca |T||; < |IT sic& | T|l2 < ||T.
Fie acum z arbitrar in X cu ||z|| < 1. Deoarece ||[n/(n + 1)z|| < 1 avem

cd
n
I (552) < 1Tk
Rezults ci +1
n
”TI“ < n “T”2v Vn € N’

ceea ce dovedeste ci ||T]| = ||T||2
S& mai verificim gi cd ||T||s < ||T||,. Pentru fiecare z # 0, cum z/||z|| = 1,

T
M(M@ngwm

adicd ||Tz|] < ||Tlh|lz||, deci [|T}|s < ||T||;- Mai departe, daci z este in X si
izl =1, |Tzll £ M, deci ||T||; < ||T||s- Am demonstrat c& ||T||s = ||T}|1.

Dac ||z|| < 1, concludem in mod similar ¢ ||T|| < ||T}ls = ||T||;. In
plus, din ||Tz|| < ||T|l4||z||, rezults c& ||T||3 < ||T||la. Cum ||T||4 < ||T|2 este
evidenti, am verificat toate egalitatile.

Exemple. 1. Fie M, operatorul definit pe Ck([0,1]) prin formula M,(z) =
= a(t) - z(t), unde a € Ck([0,1]). Este clar ci M, este liniar si, deoarece
pentru orice z € Ck([0, 1]),

[Ma(z)|| = sup |a(t) - z(t)] < |lal| - ||z,
t€{0,1]
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rezult¥ ci el este si marginit. Deci, M, € B(C,([0,1])). In plus, | M, < |la.
Pe de alt# parte, cum functia z, definitd prin z,(t) = 1, Vt € [0, 1] are norma
unu, avem

| Mal| = "81”151||M (@) 2 | Ma(zo)ll = sup |a(t)| = [laf.

te(0,1]

Rezultd ci || M, = |||
2. Pentru (\,), un gir din [ si definim aplicatia T' pe l% prin

T(&n)n = (’\nfn)n-

Observam ci pentru z = (£,,), € Ik, sirul (A £,,). este de asemenea p-absolut
sumabil deoarece

(Z |/\n€nl”) < sup|An| - [|(€)ll-
n=1 n

Rezulti ci operatorul T definit mai sus (numit operator diagonal) este in
B(I%) si cd ||IT|| < sup|A,|. Mai mult, pentru fiecare numr natural n, si
n

considerdm in l% sirul e, = (6&")),:, care in mod clar este unitar, |le,|| = 1.
Atunci,

IT|| = sup IT(@)l| 2 1T (en)ll = 1Anl,

deci |T|| > sup|)\ |. Am aritat ci ||T|| = sup|/\ |.
3. Pe CK([O 1]) s¥ definim aplicatia £ — Tz, cu

Tz(s) = /01 k(s,t)x(t)dt, Vs € [0, 1],

unde k € Cg([0,1] x [0, 1]). Este ugor de vizut ci Tz € Cg([0,1]), Vz €
Ck([0,1}). S& verificdim ci T' € B(Ck([0,1])) (Operatorul T' se numeste ope-
ratorul integral de nucleu k).

Liniaritatea lui T' este imediat4, iar continuitatea reiese din

|Tz|| = sup |Tz(s)| < sup / |k(s,t)] - |z(t)] dt <
s€[0,1] s€[0,1]

1
< lle]l - sup / lk(s, )| dt, ¥z € Cx ([0, 1]).

s€f0,) Jo
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Mai mult, |T]] < sup fol |k(s,t)|dt . Se poate ariita ci
9€(0,1}

1
|T|| = sup / |k (s, t)|dt.
s€f0,1] Jo
4. Orice aplicatie liniard T € L((K™, ||-||)) este m&rginitd, deci, L(K™) =
B(K™). Pentru a justifica aceasta, deoarece normele pe K™ sunt echivalente,
-l ~ {I-|l2, este suficient s& demonstrim c# operatorul liniar T' este marginit
pe K™ inzestrat cu norma euclidiani, || ||o. Fie {e), e, ..., €n}, baza algebrici
standard a spatiului liniar K™, deci oricare z € K™, =) ;_; &xek, €k € K.
Atunci, cu inegalitatea lui Holder avem:

I T()l2 = [T Zékf’k ll2 = ZﬁkT ex)ll2 < Z 1€cl - 1T (ex)ll2 <

k=1

<) le®)E( ZIIT ex)ll2*)? = ZIIT ex)ll2*)? |l
k=1

ceea ce dovedeste continuitatea operatorulul T.

S& remarcidm cd pe baza unor argumente similare se poate demonstra ci
orice operator liniar pe un spatiu normat finit dimensional, cu valori intr-un
spatiu normat oarecare, este continuu. In particular, daci (X, | - ||) este
spatiu normat finit dimensional, £{X) = B(X).

S% calculim acum norma operatorului T € L(K™), ||IT||e0, T avand ma-
tricea In baza canonici (ax;)i1<k j<n, cdnd K™ este inzestrat cu || - ||oo. Oper-
atorul 7T lucreazi deci in modul urmator:

T(£l7£27"" = ZaljgjiZG’Q]&Jl"'7zanj§j)'

i=1
Amintim ci }|(£;,&5, - &) |loo = max(|§1|, 1€5], ---, |€,]), pPrin urmare daci z =
= (&,§,,...,€,), avem
”T(‘T)HOO = ”T(£1a§27 "', HOO - llga‘g( i Za‘k.?{]l <

1<k< 1<k<n

n
< maanIakj| 1€;] < (max Z lak; 1 Z]|oos
i=1
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de unde rezulti ci

IT)le < ma me

Aritim ci avem chiar egalitate. S& notim

= max Z |axs| —Z Jassl,

(pentru un anume [ € {1,2,...,n}). Pentru ﬁecare Jj € {1,2,...,n}, scriem
numirul a;; sub form# trigonometrica a;; = |a;;| €%. S& considerim vectorul
z€ K™, z= (e, e72 ™), deci, ||z]joo < 1. Atunci, cum ||T|jeo =

= sup ||T(z)||e,

lZllo <1

1Tl > 1T (2) o = maxnzak e | > |Za1 e 0| =

1<k<n
In incheiere s calculim norma operatorului T € L((K™, | - 1)), ITll:,

matricea lui 7' in baza standard fiind ca §i mai inainte matricea (ax;)1<k j<n-
Daci z = (&,,€,, -, €,), avem

IT(@) = IT(&. Eav s ElL = }:IZ%EJI < ZZ laki] €51 <
J= k=1 j=1

3

|ak]l €51 < (s Iaka| Zl&,l = Z a;| iz,

de unde rezulti ci

17l < Z |ak;|-

Aritdm cd avem chiar egalitate. S& notdm

= max Z |a;| —Zlakzl
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(pentru un anume ! € {1.2,...,n}). Si considerdm vectorul z € K", z =

= (65-1))15]-91, pentru care ||z|j; = 1. Atunci, cum ||T|}; = sup ||T(z)|s,
llzll <1

1T > 1T =31 axid) ] =) law| =M.
k=1 j=1 k=1

Teorema 3.4 Dacd Y este spatiu Banach, spatiul B(X,Y) este de asemenea
Banach.

Demonstrafie. Fie (T,), un sir Cauchy din B(X,Y). Trebuie si aritim ci
existd T un operator liniar si continuu astfel incat |7, — T|| — 0. Cum
pentru orice element arbitrar z € X,

|Tnz — Tzl < [T — Tl - |||}, Vn,m € N,

rezulti ci (T,z)n este sir Cauchy in Y, Vz € X. Spatiul normat Y fiind
complet, (T,,x), converge citre elementul (unic) y € Y. S& definim Tz = y,
Vi € X. Se verificd imediat cd T este un operator liniar:

T(az + By) = lim T, (az + By) = lim (aT,z + BTLy) =

=alimT,z+ flim T,y =aTz + BTy, Va,B € K, z,y € X.

n—00

Deoarece (T},), este gir Cauchy in B(X,Y), rezultd ci acest sir este mirginit,
deci existd M > 0 astfel incat ||T,|| < M, Vn. Cum Vz € X, ||Taz|l <
< |IT] - llz], avem

T2l = lim | Tzl < M|

deci T € B(X,Y). Mai trebuie si aritim ci 7, — T in topologia normei
din B(X,Y). Pentru ¢ > 0, existd n. astfel incat pentru orice n,m > n,,
|IT.. — Tin]| < €. Deoarece pentru orice element arbitrar z in X

|Tnz — Tonzl| < | Tn ~ Tl - ||z

rezultd ci pentru Vn,m > n, avem ci ||Toz — Tzl < €-|lz||, Vz € X. Fixadnd
n > n., pentru m — oo inegalitatea precedentd devine

|Thz — Tz|| <e-||lz||, Vz € X,

ceea ce implicd
IT. = T|| <e, Yn > n,,
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adicd T, — T in B(X,Y).
In plus, norma fiind continui pe B(X,Y), avem si c& |T,|| — ||T||.

Observatie. Se poate arita ci functioneazi si o reciproci a acestei teoreme,
mai precis, dacd B(X,Y') este spatiu Banach, Y este si el spatiu Banach.
Corolarul 3.5 Dualul unui spatiu normat este spativ Banach.

Demonstratie. Rezultd din teorema precedents, deoarece (K, |-|) este complet
si X* =B(X, K).

3.2 Teoreme de prelungire

3.2.1 Extensia prin continuitate

Teorema 3.6 (Teorema de prelungire prin continuitate) Fie (X, | -||) spatiu
normat §i X, un subspatiu dens al spatiului X. Sd presupunem cd T este
un operator liniar §i continuu definit pe spatiul normat (X,,|| - ||) cu valori
in spatiul Banach (Y, || - ||). Atunci, T poate fi prelungit tn mod unic la un
operator liniar gi continuu T : X — Y. Mai mult, 1T = ||T||

Demonstrajie. Pentru orice element z € X, existd un sir (z,), in X, cu
T, — z cand n — oo. Deoarece (z,), este convergent, el este si Cauchy,

deci, pentru € > 0, putem gisi n. astfel incat daci n,m > n., ||z, — Zn|| <
< e/||T||. Atunci,

1Tz, — Txpml|| = | T(zn — )|l S IT| - [|2n — zml| <€,

ceea ce dovedegte c& (T'z,)n este sir Cauchy in Y. Cum Y este Banach, existd
un unic element y in Y astfel incat Tz, — y. S& definim Tz =y, Vz € X.
S& demonstridm maj intai cd aceastd definitie este independenti de alegerea
sirului (z,)n, T, — . Dacd (y, ). este un alt sir convergent la z, cum

0 =T(lLm(z, — yn)) = imT(z, — yn) = limT'z,, — imTy,,

rezultd ci limT'z, = limTy,. S4 ardtdm in continuare ci operatorul T astfel

definit este liniar. Dacd z,y € X, existd sirurile (z,)n, (Yn)n in X, cuz, —
T, Yo — = cdnd n — oc. Deoarece r, + y, — = + y avem ci

T(z +y) = UimT(zn + yn) = imTz, + limTy, = T(z) + T(y).
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Se verifici de asemenea cu usurinta ci T(az) = aT(z),Va € K,z € X. In
continuare vom demonstra ci T este mirginit. Pentru z € X, z = limz,,

(-Tn)n C XO’
|Tz)| = imT (zn)|| = lim||T(z,)]| < Wm|[T)| - [lza]) = Tl - i)

deci T este marginit si |T < Tl
Este clar cd T' prelungeste pe T, pentru ci dacd ¢ € X,, z = limz,, cu
n

» = T, Vn. Atunci, _
Tr =limTz, =Tx.

S4 mai aritdm ci operatorul T definit mai sus este unica prelungire liniara
§i continud la X a operatorului 7. S& presupunem ci mai existd si un alt
operator liniar T pe X avind aceleasi proprietéti ca T. Fie atunci, z € X si
(Zn)n in X,, 2, — z cind n — oo. Atunci, cum T e B(X,Y) avem

T(z) = limT(z,) = imT(z,) = T,

deci T coincide cu T. _ _
Ca s aritim ci |T| = |||, cum deja am vizut ci ||T|| < [|T||, mai
trebuie s verificim ||T'|| > ||T||, ceea ce rezulti din
IT||= sap |Tzl}|> sup |Tz]|= sup |Tz||=|T].

z€X, |IZjIL1 z€Xo, Izl <1 z€X,, |lz||<1

3.2.2 Teorema Hahn-Banach in spatii normate si
consecintele sale

Teorema 3.7 (Teorema de prelungire Hahn-Banach in spatii normate) Fie
(X,]l - |I) un spatiu normat gi X, un subspaliu liniar al spatiului X. Sd
presupunem cd f este o functionald liniard si continud pe X,. Atunci, f
poate fi prelungitd la o functionala liniard i continud f pe X, cu pdstrarea
normei, || f[| = ||f]-

Demonstrajie. Cum |f(z)| < |/l - llzll, Vz € Xo, s1 p(z) = || f|} - [|z]| este o
seminormi pe X, Cu Teorema Hahn-Banach obtinem c¥ existd o prelungire
fa functionalei f la intreg spatiul, astfel incét £ @) < 11~ lz]l, vz € X.
Rezulti ci ||f|| < |Ifl]- Pe de alt¥ parte

Ifl=" suw [If@I> swp [If@lI=sup If@I=Ifl,

ze X, ||lz)|<1 T€X,, |Iz|I<1 z€X,, ||z} <1
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deci || Fll = 1£1]-

Corolarul 3.8 Pentru orice z, € X, existd o functionald liniard §i continud
f pe X astfel incat f(zo) = |zl g |Ifll = L.
Demonstratie. Existenta lui f € X* astfel incat f(z,) = ||zo|| si ||f|| < 1
este dovedit® de Corolarul 1.6 si Corolarul 1.8, unde p(z) = ||z||. Daci ne
amintim ci f este prelungirea functionalei liniare mirginite f, definitd pe
subspatiul lui X generat de {z,} prin f,(Az,) = Al|iz,||, care, daci z, # 0
are norma egali cu unu, rezulti ci || f|| = 1. Daci z, = 0, totul este clar.
Urmaitoarele rezultate sunt consecinte imediate ale corolarului precedent.
Corolarul 3.9 Dacd z, este un element al spativlui normat X (X # {0})
cu proprietatea cd f(z,) =0, Vf € X*, atunci z, = 0.
Corolarul 3.10 Dacd X este spatiu normat nenul, X # {0}, atunci dualul
sdu este nenul, X* # {0}.

3.3 Principiul marginirii uniforme.
Convergenta punctuala si convergenta in
norma

Teorema 3.10 (Principiul m#rginirii uniforme) Fie (X, ||-||) spativ Banach.
Fie {T,}.csr o familie de operatori liniari gi continui definiti pe X cu valor
intr-un spativ normat (Y,|| - ||) astfel incdt pentru orice x € X, multimea
{T.(z)|c € I} C Y este mdrginitd. Atunci, familia de operatori {T,}.c; este
mdrginitd in spativl B(X,Y).

Demonstratie. Pentru orice n € N si notim

A, ={ze X ||| T(z)]| <n, YVee I}

Conform ipotezei, fiecare element z din X este continut intr-una din multim-
ile An, adicd X = (J,-, A,. Fiecare multi-

me A, este inchisd (deoarece A, = (\,¢; 97 '([0,n]) , unde g, este aplicatia
numerici continui pe X, g, = || - || o 7,). Conform Teoremei lui Baire, 3n,

astfel incat A, # 0. Rezultd ci A, contine o bild B(z,,r). Pentru z # 0
arbitrar, elementul

T
AT
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este in bila B(z,,r). Prin urmare, pentru orice z € X si ¢ € I,

IT(@) = IT. (2””’” - )n A 7,4, - 1)l <

4n,

< 22 o + Iz <

ceea ce dovedeste ci ||TL|| <dn,/r, Vi€ I.

—l=ll,

Definitie Un sir (T,,), C B(X,Y) se numeste convergent punctual daci
pentru orice element z € X sirul (T,,z), este convergent in Y.

Observatii. 1. Dacd sirul (T,). din B(X,Y) este convergent punctual,
atunci aplicatia T definitd pe X cu valori tn Y, T(z) = liPTn(x), este bine
definitd (din unicitatea limitei) §i este liniard (deoarece fiecare operator T,
este liniar i adunarea §i inmullirea cu scalari sunt operatii continue in spatii
normate). Aplicatia lintard T din X in Y, definitd in acest mod se numegte
limita punctuald a girului (Ty,),.

2. Fie (T,,), un sir convergent in spatiul normat B(X,Y) . Si notim cu
T limita sa. Cum pentru orice = in X,

1Tn(z) = T(@)l| < |To = TN - Iz

rezult¥ ci girul (75,), converge punctual la T. Reciproca nu este in general
adevirati. Mai precis, daci un sir din B(X,Y) converge punctual, nu rezulti

ci el converge si in spatiul normat B(X,Y), afirmatie ilustratd de urmitorul
exemplu.

Exemplu. Fie (T,), sirul din B(1%.) definit prin

Tn((ék)k) = (0, 0’ ) 01 £n1€n+l’ )

S4 remarcdm ci fiecare operator T, este un operator diagonal (Exemplul 2),
definit de girul m#rginit (Ag)g, cu Ax = 0 pentru k < n §i Ay = 1 pentru
k > n, deci ||T;|| = 1, Vn. Fie £ = (&,)x € I5, arbitrar fixat. Deoarece
T (@P = o |€mlP — 0, cand n — oc, concludem ci li711nTn(x) =0,

deci sirul (T,,), converge punctual la zero (operatorul nul). S& presupunem
acum ci existd T in B(I%,) astfel incat (T},), converge la T in normi. Tinand
cont de observatia precedents, in mod necesar T ar trebui si fie aplicatia

nuld si atunci, |T,|| — 0, cAnd n — oo, ceea ce este imposibil deoarece
ITll = 1,Vn € N.
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3. Mentiondm ci in cazul cand (T, ), este un gir din B(K™) care converge
punctual la T, atunci el coverge si in normi, cu alte cuvinte, in spatiul
B(K™), un gir este convergent punctual daci si numai daci este convergent,
in norm#. Pentru a demonstra ci in acest caz, (si in general in cazul spatiului
B(X), unde X este de dimensiune finitd) convergenta punctuali o implici
pe cea in norm4, si notdm ci B(K™) avand dimensiune finitd, toate normele
pe acest spatiu sunt echivalente. Prin urmare vom considera pe B(K™),

norma operatoriali generati de norma || - ||, pe K*. Amintim ci daci T €
B((K™ || - lI1)), T avind matricea In baza canonici (ak;)i<kj<n, conform
Exemplului 4,

Tl = ax Z Jass|

Totodatd, pentru simplificarea scrierii este bine si observim acum ci daci
{ei, e, ...,en} este baza standard a spatiului K", atunci, Vk, j,

ag; =< Te,-,ek > .

Fie (Trn)m C B(K™), un sir de operatori convergand punctual la T. Si
notim pentru fiecare m, matricea in baza canonicd a operatorului 7}, cu
(ai?))lgk,jgn . Fixand k si j, cum

Jim o7 — ai;| = lim | < (T = T)es, e > | =0,

rezultd cd lim |a§gl) — ax;| =0, Vk, j. Folosind aceasta si
m—00

||Tm—T||1=ngaleak, Cagl € Yl gl

ji=1 k=1
avem ci lim ||T;, — T'||; = 0, si demonstratia este incheiat.
m—00

Cu argumente similare, se poate arita cid dacd X si Y sunt spatii normate
finit dimensionale, convergenta punctuals a unui sir din B(X,Y) atrage dupi
sine convergenta in norma din B(X,Y) .

Teorema urmitoare arati ci limita punctuald a unui sir din B(X,Y) (X
si Y spatii arbitrare, X Banach) se afli de asemenea in B(X,Y). Asa cum
am subliniat mai sus (a se vedea Observatia 2), aceasta nu Inseamnd ci daci
un gir din B(X,Y) converge punctual, atunci el converge si in normi (in
B(X,Y)).

Teorema 3.11 (Banach-Steinhauss) Fie X spatiu Banach, Y spatiu normat
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§t (Tn)n C B(X,Y) un gir convergent punctual. Atunci T, limite punctuald
a girului (T,,),, este un operator liniar si continuu, T € B(X,Y). In plus,
girul numeric (||T,||)» este mdrginit gt ||T|| < sup||Ty||-

Demonstratie. Fie (T},), un sir convergent punctual de operatori din B(X,Y)
si T limita sa punctuald. Am observat deja ci aplicatia T este liniard. Cum
pentru orice z sirul (7,(z)). este convergent in Y, rezultd ci submultimea
{T.(z)|n € N} C Y este mirginitd, deci, conform Principiului marginirii
uniforme, existd M > 0, astfel incat ||T,|| < M, Vn. Atunci, deoarece pentru
vz i Vn, |To(2)|| < |72l - 2|l £ M]|z||, rezultd ci

IT(2)l| = Um||To(2)|| < Mlz|), Yz € X,

prin urmare, ||T]| < sup
n

Tl

3.4 Teorema aplicatiei deschise si
Teorema aplicatiei inverse

Si demonstratia acestor teorme fundamentale se bazeazi pe Teorema lui
Baire.
Teorema 3.12 (Teorema aplicatiei deschise) Fie X, Y spatit Banach gi T
o aplicatie surjectivd din B(X,Y). Atunci, imaginea prin T a oricdrei sub-
multimi deschise din X, este o submuliime deschisd a spatiului Y (adicd T
este o aplicatie deschisd definitd pe X cu valoriin Y).
Demonstralie. Am organizat demonstratia in trei etape.

(1) Fie T un operator liniar §i mdrginit, surjectiv definit pe spatiul normat
X cu valori tn spatiul Banach Y. Atunci, pentru orice r > 0, existd ar >0
astfel tncdt B(a,) C T(B(r)).

S4 remarcim mai intdi ci dacd r este o constantd pozitivd arbitrari
(r > 0), X = U, nB(r/2). Atunci, T(X) = U, nT(B(r/2)), si, cum
T este surjectiv, avem Y = {J._, nT(B(r/2)). Deoarece Y este spatiu me-
tric complet, cu Teorema lui Baire, rezultd ci existd n, natural astfel incét
aderenta multimii n,T(B(r/2)) are interiorul nevid. Tinind cont ci aplicatia

pe Y, y — n,y este un homeomorfism rezultd ci T(B(r/2)) # (. Pentru

simplificarea scrierii s& notdm multimea nevidi T'(B(r/2)) cu U. S& observdm
cd U — U este o vecinitate deschisi a originii (deoarece U —U = |, (u—U)
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si y — u — y este un homeomorfism pe Y'), deci existd a, > 0 astfel incat
B(a,) C U —U. Folosind faptul ci aplicatiadin Y xY inY, (y,2) — y— 2
este continui si ci T este liniar, au loc incluziunile

o o

B(a,) cU -U =T(B(r/2)) — T(B(r/2)) c T(B(r/2)) - T(B(r/2)) C

C T(B(r/2)) - T(B(r/2)) = T(B(r/2) — B(r/2)) = T(B(r)),

fapt care incheie demonstratia afirmatiei.

Folosind pasul (1), vom justifica partea cea mai laborioas a demonstratiei
teoremei:

(2) Fie X, Y spatii Banach §i T un operator liniar §i continuu, surjectiv
definit pe X cu valori in Y. Atunci, Vr > 0, 3 8, > 0 astfel incit B(4,) C
T(B(r)).

Fie r > 0. Pentru orice numir natural k, si notfm cu r, = /22
Folosind prima etaps, pentru orice k, existi a,, > 0 astfel incit B(a,,) C

T(B(rx)). Deoarece T(B(r«)) C B(||T||rx), este clar ci sirul (a,, )« converge
la zero.

Vom arita ci B(a,,) C T(B(r)), cu alte cuvinte ci 4, c&utat poate fi chiar
ay,. S4 considerdm y arbitrar in B(a,,) C T(B(r,)). Atunci, cum multimea
B(y,a,,) N T(B(r,)) este nevids, existd z, € B(r,) cu T(z,) € B(y,ar,).
Prin urmare, elementul z, are proprietétile:

lzoll < rosi y — T(zo) € Blar,) C T(B(r1)).

Mai departe, deoarece multimea B(y — T'(z,), &) N T(B(71)) este nevidi,
gisim z, € B(ry) cu T(z;) € B(y — T(z,), ar,). Atunci, x, are proprietitile:

z1|| < msiy — T(zo) — T(z1) € B(ar,) C T(B(r2)).

Procedand inductiv, putem afirma cX existi girul (z,), astfel incat

IZall < rasi ly = Y T(@e)ll < aryss-

k=0

In continuare, s& definim pentru orice n natural,

Z2p = zn: T
k=0
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si s& verificim c& sirul (z,), C X este Cauchy. Aceasta rezulti din

n+p n+p n+p r r n+p 1

lznip—zall = | D el < D Mzl < ) Tzl > o =
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
T 1

= 2n+2(1 - E) < 2n+2’
Cumn spatiul X este Banach, girul (z,), are limitd (unicd) in X, pe care si o
notdm cu z. Un simplu calcul,

1 T
llz|| = ||hmZIk|| < hmZH:rkl[ < hmz ok = 117rln2 (1= ) = 5

arati ci z € B(r). Cum pentru orice n, ||y — Y r_o T(zi)|| < ar.,,,, rezultd
cd |ly — T(z»)|| < ar,,,, Vn. Atunci, folosind continuitatea operatorului T
obtinem

Vn,p € N.

lly — T(limz,)| < lima,,_,,

ceea ce aratd ci y = T(z), si deci, y € T(B(r)).

(3) Demonstratia teoremei rezultd acum imediat, din etapa (2). Fie D
o multime deschisi in X. Trebuie si demonstrdm ci T'(D) este deschisi in
Y, deci, c& odatd cu un punct, o intreagi bil¥ centratd in acel punt se afli
in T(D). Fie y arbitrar in T(D), prin urmare, existd z in D, cu y = T(z).
Cum D este deschis¥, ea contine o bili centrati in z $i de razid r > 0,
B(z,7) = z + B(r). Din pasul (2), rezultd c¥ existd § = 4§, > 0 astfel
tncat B(8) € T(B(r). Concludem ci T'(z) + B(§) € T(z) + T(B(r)) =
T(z + B(r)) = T(B(z,r)) = T(D).

In practicd, Teorema aplicatiei deschise, ca atare, se foloseste mai rar, dar
de o deosebitd utilitate este urmitoarea teoremi, pe care o vom obtine ca o
consecinta a sa.

Teorema 3.13 (Teorema aplicatiei inverse) Orice aplicatie lintard continud,
bijectivd intre doud spatii Banach are inversa continud.

Demonstratie. Fie T € B(X,Y), bijectivd. Trebuie s¥ ardtdm ci VD C X,
deschisa, (T-1)~}(D) este deschisa in Y. Cum (T-!)~}(D) = T(D),VD C X,
aceasta rezultd din Teorema aplicatiei deschise.

Remarcim, ci, deoarece inversa unei aplicatii liniare este in mod evident
tot liniara, practic Teorema aplicatiei inverse afirmi cX daci® T € B(X,Y)
este un operator bijectiv (unde X, Y sunt spatii Banach), atunci, inversul
siu, T-! € B(Y, X).
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3.5 Operatori inchisi,
Principiul graficului inchis

Definitie. Fie T o aplicatie definitd pe o submultime Dy a unui spatiu
normat X cu valori in spatiul normat Y. Se numeste graficul aplicatiei T,
notat cu Gp, urmitoarea submul{ime a produsului cartezian X x Y :

Gr = {(z,y)|(z,y) € Dr xY, y=Tz}.

Aplicatia T se numeste inchisi daci graficul sdu, Gr, este o submultime
inchisd in spatiul normat X x Y.

Observatie. Tindnd cont cd spatiile normate sunt in definitiv spatii metrice,
este clar cd aplicatia T : Dy C X — Y are graficul inchis, dacd si numai
dacd pentru orice gir arbitrar (z,), C Dy cu 2, — = §i T(z,) — y, cand
n — oo, rezultd cd z € Dr gi y = T(x).

Teorema 3.14 (Principiul graficului inchis) Fie X §i Y spatii Banach si T
un operator liniar, definit pe X cu valori in Y. Atunci, T este mdrginit dacd
gt numat dacd T este inchis.

Demonstratie. S& presupunem cd Gr este submultime inchisi a spatiului
normat X x Y. Din liniaritatea lui T rezulti ci Gr este subspatiu liniar
al spatiului X x Y. Cum Gr este subspatiu liniar inchis in spatiul Banach
X x Y, este el insusi spatiu Banach, cu norma indusi de norma din X x Y.
S4 considerdm aplicatiile liniare P, : X XY — X i P : X xY — Y
definite prin P;(z,y) = z, respectiv Ps(z,y) = y. Din

1Pz, y)ll = llzll < max(|ll], llylst |P(z, »)Il = llyll < max(fiz]], lyl])

rezultd ciP;, P, sunt mirginite. Restrictia aplicatiei P, la G este deci un
operator liniar continuu bijectiv definit pe spatiul Banach G cu valori in
spatiul Banach Y. Conform Teoremei aplicatiei inverse, P, 1. Y — Gr este
un operator liniar si continuu. Cum T = Pyo P}, rezults c& T este mirginit.
Implicatia inversi este banali.

Observatie. Ca si evitdm orice confuzie, subliniem ci aplicatia T din teo-
rema precedent3 este definitd pe un spatiu Banach X. Se pot da exemple de
operatori liniari inchisi, care nu sunt mirginiti (deci, domeniul (codomeniul)
lor nu este spatiu Banach).

Example. Fie X subspatiul liniar al spatiului [% ce contine toate sirurile
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(€.)n € 1% cu proprietatea > ., n?€,|> < 00 §i T : X — % operatorul
liniar definit prin T((£,)n) = (n€,)n. Graficul aplicatiei T este inchis. S&
verificim aceasta. Fie (z,), C X, =, = (§§cn))k cuz, — z, T = (&) si
T(z,) — y, cAnd n — oo. Deoarece (T(z,)). este convergent in 1% , el este
un gir marginit, deci Ja > 0 astfel incat

l
S kEMP < a?, ¥neN, VIEN.
k=1

Fie | € N arbitrar fixat. Cum, Vk € N,
limé}" = €,
rezults ci z z
nTngkﬂgfc")P <o?, deci Y K¢ P <o
k=1 k=1

Am dovedit cd z € X.
Mai departe, deoarece (T'(x,)), este gir Cauchy, pentru orice € > 0, existd
n natural astfel incat Vm, n > n, avem ||T(z,) — T(zn)|| < €/2, adici

2| ¢(n) {(m)2 e?
§ k2le™ — < .
2 (3 P S 1

Atunci, fixdnd ! si n > n, arbitrari,
!
SO RED - 6P <
k=1
de unde, pentru m — oo, obtinem

= 2| (n) 2 £
Zk 1€k — &l° < 1
k=1

IA
|

Deci, ||T(zn) — T(z)|| < €, Vn > n.. Din unicitatea limitei, rezultd cX
T(z) = y. Tocmai am aritat ci T este un operator inchis.
Operatorul liniar T nu este mirginit, deoarece sirul (e,), C X, e, =
(55:))/:1 are proprietatea ci ||e,|| = 1, Vn si, pe de alti parte, | Te,|| = n, Vn.
Aceasta se IntAmpli, deoarece spatiul X pe care este definit 7' nu este
spatiu Banach.
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3.6 Operatori compacti

In aceast sectiune vom studia o clasi speciald de operatori liniari §i marginiti,
anume operatorii compacti. In continuare X si Y sunt spatii normate.

Definitie. Un operator liniar T definit pe X cu valori in Y se numeste o-
perator compact daci imaginea oricdrei multimi mérginite din X prin T este
relativ compactd in Y.

Observatie. Tindnd cont de caracterizarea mulfimilor compacte in spatii
metrice, putem reformula definitia de mai sus astfel: un operator liniar

T : X — Y este compact dacd gt numai dacd oricare ar fi girul mdrginit
(Tn)n din X, girul (T'z,), contine un subgir convergent (in Y). Prin ur-
mare, pentru a doved: cd un operator liniar T este compact este suficient sd
verificdm cd dacd (zn)n este un gir tn X, cu ||z,)| < 1, sirul (T'z,), contine
un subgir convergent in Y.

Exemple. 1. Fie T in B(X,Y),operator de rang finit (adic subspatiul liniar
T(X) C Y este finit dimensional). Atunci T este compact. (In particular,
orice operator liniar i continuu definit pe un spatiu liniar normat oarecare
cu valori intr-un spatiu normat finit dimensional este compact). Intr-adevir,
daci (z,)n este un sir din X, cu ||z,|| < 1, sirul (T'z,), este un sir mirginit
intr-un spatiu finit dimensional, deci, conform Teoremei 2.8, contine un sub-
sir convergent.
2. Operatorul integral, T : Cx([0,1]) — Ck([0, 1)),

(Tz)(s) = /01 k(s,t)z(t)dt, z € Ck([0,1]),

unde k € Ck([0,1] x [0, 1]), este compact.

Fie A multime mirginitd in Ck([0,1]), adicd existd a > 0 astfel incét
|zl < @, Vz € A. Ar#itdm ci T(A) este relativ compactd in Cx([0, 1]), deci,
conform Teoremei lui Ascoli ci T'(A) este uniform marginitd si echicontinui.
Avem,

T(s)] < / k(s,8)] - [2(£)] dt < ||z - / Ik(s, 1))

Prin urmare, cum A este mirginitd si sup fol |k(s,t)]dt < oo, T(A) este
s€(0,1]

mirginitd.
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S& dovedim ci T'(A) este echicontinui in orice punct s, € [0,1]. Cum
k : [0,1] x [0, 1] este uniform continui, rezulti ci pentru € > 0 arbitrar, existi
6c > 0 astfel incat |s—s'| < 6. si |t—t | < &, implick |k(s, t)—k(s',t)| < /2a.
Atunci, daci |s — s,| < &,

1
ITz(s) — Tx(s)| < / Ik(s,t) — k(50,8)| - |z(t)] dt < @ - i <e VreA
0

3. Operatorul identitate I definit pe un spatiu normat infinit dimensional
X nu este compact. Si presupunem ci I ar fi compact. Atunci, bila unitate
in X, fiind imaginea ei insdsi prin I (deci a unei multimi mirginite) este
relativ compacti, ceea ce contrazice Corolarul 2.9.

Notatie. Mai departe, multimea operatorilor compacti definiti pe X cu valori
in Y va fi notatd cu K(X,Y). Pentru (X, X) vom scrie, in mod natural,
K(X).

Propozitia 3.15 1) K(X,Y) este un subspatiu liniar al spatiului B(X,Y).
2) Dacd S € K(X) i T € B(X), operatorii ST gi T'S sunt compacti.
Demonstratie. 1) Conform definitiei, este clar cX orice operator compact este
marginit, deci K(X,Y) C B(X,Y). Fie S, T € K(X,Y), si (zp)n un sir in X,
l|lzx]| € 1. Atunci, (Sz,), contine un subsir convergent, fie acesta (Sz,, ), .
Cum T este compact, din girul (T'z,), putem extrage un subsir convergent,
(Tz,~),~. Atunci ((S§+T)z,) ~ converge, deci S+ T € K(X,Y). Faptul c&
Va € K siVT € K(X,Y), oT € K(X,Y) este imediat.

2) Dac¥ (zn)n este un sir In X, ||z,|| < 1, sirul (Tz,), este mirginit,
deoarece T este mirginit. Cum S este compact, rezultd ci sirul (STz,),
contine un subgir convergent, adicd ST este compact.

S4 ardtim acum ci TS este in K(X,Y). Fie (z,). C X, ||zn]] < 1.
Sirul (Sz,). are un subsir convergent, (Sz,), . Deci, cu continuitatea lui 7,
rezulti ci (TS, ), converge.

Observatie. Este bine si remarcidm c#, tinind cont de Exemplul 1, putem
concluziona ci daci Y este spatiu normat finit dimensional, X(X, Y') coincide
cu B(X,Y). In particular, £L(K™) = B(K™) = K(K™).

Teorema urméitoare este foarte utild pentru a stabili daci anumiti ope-
ratori sunt compacti, pe baza ei fiind posibil de pus in evidenta exemple im-
portante de operatori compacti.

Teorema 3.16 Dacd Y este spatiu Banach, K(X,Y) este subspatiu liniar
tnchis al spativlui (B(X,Y), |- |-

Demonstratie. Fie (T,), un sir de operatori compacti care converge in
B(X,Y)laTsi(z,)n unsir din X, ||z,|| < 1. Ca s¥ aritdm ci (T'z,), contine
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un subsir convergent, vom proceda prin diagonalizare, dupd cumn urmeaza:
Ty fiind compact, existd (zn)n subsir al sirului (z,), astfel incat (T zin)n
converge; T; fiind si el compact, existd (z3,), subsir al sirului (z,,), astfel
incat (Tox2n)n converge. Continuand in acest mod, obtinem pentru orice
intreg kK > 2, un subsir (zk,)n al sirului (z(x_1),)n astfel incat (Txzin)n con-
verge. Vom demonstra ci sirul "diagonal” (T'z,,), converge si, cu aceasta,
cd T este compact. Pentru simplificarea scrierii, si notdm v,, = z,,, Vn.
Pentru j, I, n € N arbitrari, avem:

1Tv; = Tull < |Tv; — Tavsll + | Tav; — Tavl| + [|Tavs — Tl

Fie acum € > 0. Deoarece (T, ), LN T,3n. € N astfel incét ||T,,, — T|| < ¢/3.
Stim insd cd (T3, v;); este convergent, deci 3j. € N astfel incat ||T, v; —

Tn.ull <€/3,V4, 1 > j.. Prin urmare, Vj, [ > je,
|Tv; = Tul| 2T - To. | + | Tn.v; — Tnouill <e.

Exemplu. Si considerim operatorul din B(l§) prezentat in Exemplul 2
(Capitolul 3), anume operatorul diagonal definit de sirul (A,), din lg . Cu
teorema de mai sus, aritim ci dacd A, — 0, atunci T este compact. Intr-
adevir, si considerdm pe l; sirul de operatori (Tm)m, Tm, pentru fiecare
m € N, fiind definit astfel:

Tm(gn)n = (Algla AZEQ; A‘rn,é.,n, 0, 0, ..... ).
Este clar ci fiecare operator T, este de rang finit, deci compact. Cum

[T — Tl = sup 1|/\n|

n>m+

si sirul (A,)n converge la zero, rezulti ci operatorul 7', fiind limita in B({%)
a unui §ir de operatori compacti, este el insugi compact.

De remarcat, ci si reciproca acestui rezultat este adevirati: cu alte cu-
vinte, daci T este compact, atunci sirul (\,), converge la zero.
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Capitolul 4

Operatori liniari gi continui pe
spatii Hilbert

Studiul operatorilor pe spatii Hilbert duce la obtinerea unor rezultate mult
mai bogate decat cele obtinute deja in capitolul precedent (spatiile Hilbert
sunt spatii Banach, dar faptul ci norma este generatd de un produs scalar
conduce dupd cum am vizut si in Capitolul 3 la proprietiti specifice).

4.1 Functionale liniare si continue pe spatii
Hilbert, Lema lui Riesz

Incepem cu Lema lui Riesz, privind forma functionalelor liniare si continue
pe spatii Hilbert, teorem4 care descrie dualul unui spatiu Hilbert.
Teorema 4.1 (Lema lui Riesz) Fie X spatiu Hilbert si f o functionald liniard
st continud pe X (f € X*). Atunci:

1) Existd un element ay in X astfel incdt f(z) =<z,ay >, Vr € X.

2) Elementul ay este unic cuproprietatea 1).

9) I1£l = llayl.

Demonstratie. Pentru f € X*, nucleul s#u, Ker f este un subspatiu inchis
al lui X. Dacid Ker f = X | deci f = 0 ludm ay = 0. S¥ presupunem ci
Ker f # X, prin urmare, conform Corolarului 2.20, 3z # 0, z € Ker f*.
Pentru z € X arbitrar, elementul

f(z)

z—=——=z€Ker f

f(2)
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si, deci

f(z) _
<z-— mz, z>=0.
Rezultd ci
<z, z> —%i—llzll2 = 0, sau, echivalent, f(zr) =< z, lﬁ—ﬁgz > .
Punand _(__)
_ f)
RN P

punctul 1) este demonstrat. Unicitatea este imediatd (2)). 3) rezultd tinand
cont de

[f@) =1 <z,ar >| <zl llagll =[£Il < llay|

si de
1

llall

Observatie. Notidm ci folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz rezulti ime-
diat ci reciproca teoremei demonstrate mai sus este de asemenea adevirati.
Mai precis, orice y € X defineste o functionald liniard si continud f, pe X,
fulz) =<z,y>.

af) = |lag]|.

IfIF= llSlulgllf(I)l > f(

4.2 Corespondenta intre forme seschiliniare
si operatori

Corespondenta intre forme seschiliniare gi operatori liniari pe spatii Hilbert,
pe langi faptul ci reprezintd un instrument de lucru util in multe situatii (de
exemplu, poate fi folosit pentru definirea adjunctului si evidentierea propri-
etitilor sale), este de un interes istoric deosebit. Amintim c& teoria spectrald
a fost dezvoltatd de Hilbert (la inceputul secolului trecut) ca o teorie pentru
forme biliniare pitratice, context in care, lucrind cu expresia formelor ca
matrici infinite, se ajungea la calcule foarie complicate. Unul (dar nu unicul)
dintre motivele pentru care von Neumann a devenit faimos este si folosirea
conceptului de operator liniar pentru solutionarea problemelor teoriei spec-
trale pe spatii Hilbert.
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S4 precizdm mai intéi cAteva notiuni.
Definitie. Se numegte formd seschiliniard pe spatiul liniar X peste corpul
K o aplicatie B: X x X — K liniar# in prima variabild si conjugat liniard
in a doua, adici, avand proprietitile:

1) Blaz + By, z) =aB(z,z) + fB(y,2),Vz,y,z€ X, a, 8 € K ;

ii) B(x,ay + Bz) = aB(z,y) + BB(z,2), Vz,y,z€ X,a, BE K .
Spunem ci forma seschiliniard B este autoadjunctd (sau hermitiand) daci
B(z,y) = By, z), Vz,y € X, si este pozitivd daci B(z,z) >0, Vz € X.

Observatie. Un produs scalar pe X este o formi seschiliniar¥ pozitivi,
autoadjuncti, care in plus mai are proprietatea ci daci B(z,z) = 0 atunci
t=0(z € X).

Observatie. Daci B este o form# pozitivd, autoadjuncts pe X, atunci
0 < B(Az+y, \x+y) = |\*B(z, z)+2Re) B(z,y)+B(y,y), Vr,y € X, € K.

Prin urmare, daci B(z,z) # 0 (sau B(y, y) # 0) punand aici

_ B(z,y)
A= B(z,z)’

obtinem inegalitatea Cauchy-Schwarz generalizatd,

N

|B(z,y)| < B(z,2)?B(y,y)?, Vr,y€X.

Cand ambii B(z, z) si B(y,y) sunt zero, inegalitatea se obtine luand
A = —B(z,y).

In continuare presupunem ci (X, < -,- >) este spatiu Hilbert.

Definitie. O forma seschiliniard pe spatiul Hilbert X se numeste mirginiti
dacy existd o constatd pozitivd M > 0 astfel incat

|B(z,y)| < M |lz| [lgll, Vz,y € X.

Notatie. Observdm cd multimea tuturor formelor seschiliniare mirginite pe
X echipatd cu operatiile de adunare gi inmultire cu scalari uzuale este un
spatiu liniar, notat in cele ce urmeazi cu SB(X). Aplicatia definiti pe SB(X)
cu valori reale,

B — ||B|| =inf {M >0 | |B(z,y)| < M ||z|| |lyll,Vz,y € X},
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este o norm# pe SB(X). Un calcul simplu arati ci

B(z,
|Bll = sup |B(z,y)| = sup |B(z,y)| = sup |B(z, y)| _
l=l<Lfvli<? lzfi=1,lyli=1 lzti=o,liylizo | Zl| - llyll

Propozitia 4.2 Ezxistd o corespondentd bijectivd, izometricd intre operatorii
din B(X) s¢i formele din SB(X), datd de T — Br, unde

Br(r,y)=<z,Ty>, Vz,yeX.

Demonstratie. Daci T € B(X), este clar ci Br este o formi seschiliniari pe
X. Mirginirea lui By rezulti din

|Br(z,y)| =] <z, Ty> | <|T

Azl -yl Vzye X

si, In plus, ||Br|| < ||T|| . Pe de alti parte, pundnd z ~» Ty in definitia
formei Br obtinem

ITyll*> = Br(Ty,y)l < lIBrll - 1Tyl - Iyl

ceea ce aratd ci |Br|| < ||T||. Rezultd c& ||Br| = ||T||
Mai avemn de demonstrat ci aplicatia T — By este surjectivid. Pentru B
in SB(X) sl y € X si considerdm functionala pe X, definitd prin

fl(z) = B(z,y), z€ X,

care, in mod evident este in X*. Aplicind Lema lui Riesz, obtinem un element
unic in X, Ty, astfel incat

fl(z) =< z,Ty >, vz € Xsi |f]] = [Tyl
Aplicatia y — Ty este liniard aga cum rezulti din
< z,T(az + By) >= fﬂﬁy(z) = B(z,az + By)

=aB(z,z) + BB(z,y) =a < z, Tz > +8 < 2,Ty >
=< z,aTz+pBTy> Vz,y, z€ X, o, B € K.

Mai mult,
ITyll = 1171 = “SIHIBIIB(:E,y)I < IBIl- llyll,
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deci T este operator mirginit. Cum B(z,y) =< z,Ty >, Vz,y € X, propoz-
itia este demonstrati.

Corolarul 4.3 Fie T un operator liniar pe X. Operatorul T este mdrginit
dacd §i numai dacd ezistd o constantd M > 0 astfel incdt

| <z, Ty>|<M-|z|-llyll Vvz,yelX
In plus,
|IT||= sup |<z,Ty>|= sup <z Ty>| =
<L lyl<1 ielizo w0 11 - 19l
—inf (M >0[|<z,Ty>|<M -|z]- |yl Vz,y € X)
Demonstratie. Rezultd imediat din echivalenta T € B(X) & Br € SB(X).

Observatie. Deoarece | < y, Tz > | = |[<Tzr,y>| = | < Tz,y > |,
corolarul precedent poate fi reformulat astfel: T € B(X) < 3IM > 0 astfel
incat | < Tz,y > | < M-|z| - Iyl , Vz,y € X.

4.3 Adjunctul unui operator si proprietatile
sale

Teorema 4.4 Pentru orice operator T € B(X) existd un unic operator
T* € B(X) astfel tncét

<Tz,y>=<z,T'y>, Vz,y€ X.

In plus, |T| = |IT*].
Demonstratie. Pentru T arbitrar in B(X) considerdm forma seschiliniar3

(z,y) =< Tz,y >

care, apartine in mod evident spatiului SB(X). Conform Propozitiei 4.2,
rezultd ci existd un operator T* € B(X) astfel incat Br- = B, adicd

<Tz,y>=<z,T'y >, Vz,y € X.
Mai mult, ||Br-

= ||T*|| si, pe de alti parte

| Br-|| = inf {M >0 | |Br-(z,y)| < M - |lz|| - lyll,Vz,y € X} =
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—inf {M >0 |(Tz,y)| < M - [z]| - ly]l, V2, y € X} =
— inf {M >0 |(z.Tg)| < M- |l2l| - Iy, Ve, y € X} = ||T.

Definitie. Operatorul T* € B(X) avand proprietatea
<Tz,y>=<z,T'y> VzI,¥y€ X,

se numeste adjunctul operatorului T'. Spunem ci operatorul T este autoad-
junct dacd T = T™.

Multimea operatorilor autoadjuncti pe spatiul Hilbert X va fi notati in
cele ce urmeazi cu A(X). .

Observatie. Dacd A este autodjunct, este ugor de vdzut cd pentru orice
z € X, < Ar,z >€ R. Mai mult < Az,z >€ [—||A|,|All], V= € X cu
=l < 1.

Notatii. Pentru A operator autoadjunct, notim

myg= inf <Az,z>g My= sup < Az, > .
lell<1 [ETRS!

Exemple. 1. Fie T € B(K™), (aij)1<ij<n §1 Tespectiv (aj;)1<ij<n matricea
operatorului 7', respectiv a adjunctului sfu, 7* in baza canonici. Cum V4, j,

a;; =< T(ej),ei >=< ej,T*(ei) >=< T"(e,-),ej > = (],_'-‘i,

rezultd ci a; = @j;, deci matricea lui T este adjuncta matricii lui 7.

Notidm ci terminologia introdusi in definitia de mai sus este aceeasi cu
cea utilizatd in algebra liniard. Deci, T este autoadjunct daci matricea sa
este hermitiani.

2. Fie T operatorul definit pe 1%, prin T((£,)n) = (An€p)n, (£.)n € 1%,
(unde (A,)n € ).

In Exemplul 2 din sectiunea 3.1, am stabilit ci T este bine definit si ci
T € B(l%). Adjunctul lui T este definit astfel:

T*((gn)n) = (/\_n§n)11’ v(gn)n S lf(

Intr-adevir, pentru e, = (55:")),c avem
< Tep, e, >=< Apén,en >=< en,)\_nen >,
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deci T*(en) = Anen. Atunci,

T*((én)n T*anen =Y &Ten =) Abnen = (nba)n
n=1 n=1

Operatorul T este autoadjunct dac3 si numai daci (\,), C R.
3. Daci (a;;)$3_, este o matrice infinita cu proprietatea ) 22, >°22, |ay|* <
< 00, si definim pe % operatorul A,

A6 = (O auy)i V(€ € I
j=1
Deoarece

oo o0 [e e o0
1 1
1) el <Y el 161 < O lagH 2O 1Pz,
j=1 j=1 =1 =1

rezultd ci

IAG)N1? = leazaﬁ 2 < (ZZM;‘P) (€)%,

=1 j=1

deci A € B(l%) si
AP <D ) ayl?
i=1 j=1

S4 notdm ci 77, 57, |a;;|* < oo nu este o conditie necesar¥ pentru
cd A si fie mirginit (de exemplu matricea identitate nu satisface aceastd
conditie, dar operatorul A definit de ea este operatorul identitate, I, care
este continuu).

Considerand in /% baza ortonormali standard, e, e, ...

o €y eees
a;; =< Aej,e; > .
Deoarece
fo o) [o o] o0 o0
* ] —2 __ 2
< A €j,e >=< e,-,Aei >= a,;$l E E |aji| = E E |aij| )
i=1 j=1 i=1 j=1
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rezultd cd adjunctul operatorului A, este operatorul definit de matricea in-
finitd (@;:)53-;-

S& notdm cd operatorul A este compact. Pentru a justifica aceasta, si
considerim pentru fiecare n € N, operatorul A, pe 1% , definit prin

€i=_au&;, Y az&j, o Zan,f,,o 0....,0,..), V(&): € I%.
j=1 j=1

Deoarece A, este de rang finit, el este compact. Totodat4,

1A= AalP< D7 Y laylP+ Y D a0
i=n+1 j=1 j=n+1 i=1

deci, conform Teoremei 3.16, A € K(I%).
Teorema 4.5 (Proprietitile adjunctului) Fie T,V € B(X) ¢ o,8 € K.
Atunci:
1) (aT + BV)* = aT* + V™,
2) (T V) =V*T*
3) T =T,
4) 7T = IT11%
5) T este inversabil in B(X) dacd gi numai dacd T* este inversabil in B(X);
in plus (T*)™! = (T
6) Ker T* = (T(X))*.
7) T € K(X) dacd gi numai dacd T* € K(X).
Demonstratie. Pentru a demonstra primele trei proprietiti vom folosi cores-
pondenta dintre forme seschiliniare mrginite si operatori liniari si continui
pe X. Avem

Beripvy(z,y) =< z,(aT + BV )"y >=
=< (aT+pV)z,y>=a<Tr,y>+B < Vz,y>=
=<z, al*y >+ <z,BV'y >= Bar-4av (T, y), Vz,y € X,
deci 1) este justificitd. Pentru 2), tinem cont de
Birvy(z,y) =<z, (TV)'y >=< (TV)y,z >=
=< V(z), T'y >=<z,V'T"y >= By.r-{y), Vz,y € X.
A treia proprietate rezulti din

Bre(z,y) =<z,((T)")'y >=<T'z,y >= < y,T*z > =
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=< Ty,z >=<z,Ty >= Br(z,y), Vr,y€X.
S& dovedim acum 4). Clar,
17T < |7 - T = |12
Pe de alti parte, pentru fiecare y € Y,
ITyll* =< Ty, Ty >=<y,T"Ty >< |T*T| - lyl*,

deci ||T||* < |IT*T.
T este inversabil in B(X) daci existd in B(X) un operator, (notat cu
T1) astfel incat T T-! = I, T'T = I. Prin urmare, folosind 2), rezulti

(T T =1, T(T V) =1

Aceste egalititi demonstreazi ci operatorul T*este inversabil gi c& inversul
siu este ( 771)*. Cum 77! € B(X), avem ci (T~1)* € B(X).

Pentru 5), din identitatea < Tz,y >=< z,T*y > rezulti cd daci y €

Ker T*, atunci y € (T(X))*. Reciproc, daci y € (T(X))*, atunci T*y €
1 = {0}.

7) S4 presupunem ci T este compact. Fie (z,), un sir in X, ||z,| < 1.
Deoarece, TT* este compact (Propozitia 3.15), existd un subsir (:r ) » al
sirului (z,,), astfel incat (TT*z,/),s converge. Atunci, pentru n',m € N
arbitrari,

Tz =Tz || =< T (2 =Ty )y T T =Ty S TT (T =Ty ), Tt — Ty

<|\TT*(z,y —z ) - Nz — 20l L2 TT*x, — TT z, /||,

ceea ce Inseamni ci sirul (T*z, ),/ este Cauchy, deci X fiind complet, con-
vergent.

4.4 Raza numerica

Definitie. Se numeste raza numericd a operatorului T € B(X) numirul

Tl = sup | < Tz,z > |.

ll=ll=1
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Observatie. Se poate arita cu usurints ci avem urmitoarele egalititi:

NT)|| = sup| < Tz I>|—sup-|—<E:—>—|
lzi<1 sr0  |lz|?
Teorema 4.6 Fie X spaliu Hilbert compler. Atunci,
1) Aplicatia T — |||T||| definitd pe B(X) cu valori reale este o normd;
2) Pentru orice T € B(X), (1/2)||T|| < |||Tl| < IT'|;
3) Pentru orice T € B(X), |[|T?||| < IITH|?
Demonstratie. Mai intai vom demonstra punctul 2). Cu inegalitatea Cauchy-
Schwarz avem

| <Tz,z > | <||Tz| - ||=],

deci | < Tz,z > | < ||IT|| - ||z||?, ceea ce implici |||T||| < ||TI-
Ca sd obtinem ci ||T|| este dominati de 2|||T’|||, pornim de la identitatea

<T@E+y,z+y>—-<T(z—-y)z—y>=

=2<Tz,y>+2<Ty,z>, z,y€ X.

Pentru z si y de norm4 unitari, folosind identitatea de mai sus si Iden-
titatea paralelogramului, se obtine

2| < Tz,y >+ <Ty,z > | < ITNI(llz + yl* + llz - ylI*) =

= 21T (lIz]I* + llyll*) = 4lllTII.

Prin urmare, Re(< Tz,y > + < Ty,z >) < 2|||T|||. Punand aici y ~
(1/||Tz||)Tz, avem

(x) ||ITz|| + Re

“T ” <T?%z,z ><2|||ITl|, vz € X, |z|| =1

Mai departe, daci | < T?z,z > | = €¥ < T%z,z >, Iy € C astfel incat
v? = €. Cum inegalitatea precedent are loc pentru orice T € B(X), ea este
adevirati si pentru 7' ~» 4T, deci

|Tz|| + Re m—— < ¥*T?*z,z >< 2|||T|l|, vz € X, |lz|| = 1.

||T |
Am obtinut c&

| Tz|| + Tz ||| <T?%z,z > | <2|IT|l|, Vz € X, |iz|] =1,

|
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ceea ce implicd ||Tz|| < 2|||T]||, Vz € X, ||z|| = 1, deci ||T|| < 2|||T}|]-
Acum, 1) este clar, deoarece In mod evident T — |||T’||| este o semi-
normi si dacd |||T||| = 0, din 2), ||T|| =0, deci T = 0.
Ca si dovedim 3) observim ci

1

ITz| +
T

| <Tz,z>| <2||T]]| <=

= 0 < 2T} - |1 Tzl = IT2|* - | < Tz, 2 > |

Continuand calculul in membrul drept, avem,
0<—=(NTW = NITzl)* + HITNI? - | < T?z,2 > | <

< [||T|||2 - < Tz, 1z > |, Vz € X, ||z|| =1

ceea ce implicd
| < T%z,z > | < |||IT|||}, Vz € X, ||z|| = 1

si incheie demonstratia.

Corolarul 4.7 Fie X spatiu Hilbert peste corpul K (K =R, C) gi A ope-
rator autoadjunct pe X. Atunci, || Al = |||A]ll-

Mai mult ||A|l = max{|ma|, |Mal|}.

Demonstratie. Egalitatea (x) din demonstratia teoremei precedente are loc
pentru orice T' € B(X). Punind aici T ~~ A, avem,

1

Az|| +
| Az|| Az

| < A’z,z > | < 2||Alll, Vz € X, ||z = L,

si cum A = A*, rezults [|Az|| + || Az|| < 2[[|All], deci [|A]| < |||Al[|. Aceasta,
impreund cu punctul 2) din Teorema 4.6 arati ci ||A| = |||A]||-

Corolarul 4.8 Fie X spatiu Hilbert peste corpul K (K =R, C) gi A ope-
rator autoadjunct pe X astfel incit < Az,z >=0, Vz € X. Atunci A= 0.

Demonstratie. Dacd < Az,z >= 0, Vz € X rezultd ci |||A]|| = 0, deci
1 All = 0.
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4.5 Cateva clase de operatori in spatii Hilbert

4.5.1 Operatori pozitivi, rddécina patrati a unui ope-
rator pozitiv

Definitie. Spunem ci operatorul A € A(X) este pozitiv (A > 0) daci
<Az, z >> 0, Vz € X.

Multimea tuturor operatorilor pozitivi pe un spatiu Hilbert X va fi notati
cu A, (X).

Observatii. 1. Pentru orice T € B(X) operatorii TT* gi T*T sunt pozitivi,
deoarece

<TT*z,z >=<T*z,T*z >= |T"z||%i < T'Tz,z >=< Tz, Tz >=|Tz|>

2. Daci A, B sunt in A, (X), suma lor, A + B este de asemenea in
A4(X). |

3. Daci Ae A, (X)sit >0, atunci tA € A, (X).

4. Dacd si A si —A sunt operatori pozitivi, atunci A = 0. Intr-adevir,
daci A si —A sunt in A, (X), < Az,z >=0,Vz € X, deci |||A]|| =0, si cum
Al = ||Al|, rezultd A = 0.

5. Pe multimea A(X) vom considera relatia de ordine partiald

AISA2<—_—>A2—A1€.A+(X).

(A(X), <) este deci o multime partial ordonati. Notidm cd daci 4,,A; €
A (X)), si A) < Ay atunci ||Ay|| < ||A2]l. Aceasta rezultd din

A < Ay =< Aiz,7 ><< Asz,z >,Vz € X <= |||A1ll] < |||A2]l]-

6. Pentru fiecare A € A, (X) , forma seschiliniar asociati lui A (Propo-
zitia 4.2) este pozitivd si autoadjuncts, deci are loc inegalitatea Cauchy-
Schwarz generalizati,

| < Az, y > | << Az, >i< Ay, y >z, Vr,y€ X.

(Vom face conventia s numim aceast3 inegalitate, inegalitatea Cauchy-Schwarz
corespunzitoare operatorului pozitiv A).
Ad3ugam ci daci in inegalitatea de mai sus facem y = Az, rezultd

|l Az|| < ||A||Z < Az,z >%, Vz € X.
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Teorema 4.9 Fie (A,). un gir de operatori din A(X) avdnd urmdtoarele
proprietdii:

1) An < Apy1, VR € N;

2) 3B € A(X) satisfdcind A, < B, Yn € N.
Atunci, existd A € A(X) astfel incdt pentru fiecare z € X, girul (An(z)).
converge in X la A(z) (adicd sirul de operatori (A,), converge punctual la
A). Mai mult, A = supA,,.

n

Demonstratie. Putem presupune, firi a pierde generalitatea ci (A,), C
A, (X) (deoarece, in caz contrar in demonstratia de mai jos inlocuim A,
prin A, — A;). Pentru z € X arbitrar fixat, si considerdm sirul numeric
(< Anz,T >), si s34 notdm ci el este un sir crescitor si mirginit superior
(de < Bz,z >). Rezulti ci acest sir este convergent, fapt pe care il vom
utiliza ca si aritdm ci sirul (A,z), este Cauchy in X. Prin urmare, fie
m,n € N, m > n. Folosind inegaliatea lui Cauchy-Schwarz corespunzitoare
operatorului pozitiv A,, — A,, obtinem

| Amz — Anz|* =< (Am — ARz, (A — An)z >2<

<< (Am — Az, T > - < (A ~ Ap)’z, (A — Ap)z ><
<< (Ap — An)z,z > -||Apm — An||4 A(Am — An)$||2.
Rezulti ci
|Amz — Ana:||2 <2||Bl| < (Am— An)z,T >,
deci (A, 1), este sir Cauchy in spatiul Hilbert X. Atunci, existd A(z) =
= lim A,(X); cum limita punctuald a unui sir de operatori autoadjuncti este
ea insisi in A(X) si cum

< Anz, T ><< Apimz,z >, Vn,me€ N,

rezultd ci A este un majorant al girului (A,), in A(X). Dacd C este un alt
majorant al acestui sir, avem < A,z,z ><< Cz,z >, deci, pentru n — oo,
A < C; prin urmare A = supA,,.

Teorema 4.10 Fie A, B in A, (X) astfel incit AB = BA. Atunci AB €
€ A (X).

Demonstratie. Fie A € A.(X), A # 0 (daci A = 0 totul este clar). Si
definim inductiv girul de operatori (A,)n,

1
Al = ——A; Apyy = Ap— AL Vn > 2.
LAt M
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Sirul de operatori continui (A,), are urmitoarele proprietiti:

1)0< A, <I,Vn€N;

2) A,B = BA,,Vn € N;

3) Aiz =Y Alz, vz € X.

S4 presupunem pentru moment ci am demonstrat deja ci sirul (Ap),
are aceste proprietiti (de fapt ultimele doud; prima este utilizati pentru a o
demonstra pe a treia). Atunci, Vz € X,

< ABz,z>=||A| < Y AX(Bz),z >=||A|| < ) AnBAsz,z >=

n=1 n=1

[o <]
=AY < BAnz, Anz >2> 0
n=1
si deci demonstratia este incheiati.

S4 ne intoarcem acum la verificarea propriet#tilor sirului (A, ),. Demon-
strim 1) prin inductie. Daci n = 1, conform observatiei 3), 0 < A;. Deoarece
Al = ll|Alll, < Az, z >< ||A|l < z,z >, Vz € X, deci A; < I. Mai departe,
si presupunem ci 0 < A, < I si s dovedim ¢ 0 < A,41 < I. Aceasta
rezultd din

I—App =1 A+ A2 =(1-A,) + A2
si din
Angr = A — A2 = A (1 — A2 + (I — Ap)A2,

tinand cont ci suma a doi oparatori pozitivi este tot un operator pozitiv si ci
operatorii I — A, A2, Ap,(I-A,)?%, (I—- A,)A? sunt pozitivi. Un calcul simplu
arat¥ ci operatorii An(I — An)?%, (I — An)A2 sunt intr-adeviir in A, (X) :

< An(I — Ap)’z,z >=< (I — A A(I — Ap)z, 2 >=
=< Ap,(I — Ap)z, (I — Ap)z >>0
sl respectiv
< (I - AR)A%r,z >=< Ay(I — Ap)Anz,z >=< (I — Ap)Anz, Anz >> 0.
Proprietatea 2) se poate verificd ugor de asemenea prin inductie bazandu-
ne pe ipoteza din enuntul teoremei, AB = BA. Pentru 3), avem,
Al =As+ A% = A3 + A2 + A2 = iAi%—AnH, Yn e N.
k=1
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Atunci,

ZA% =A1—An+1 S Al, Vn € N.

Concluzionim c¥ sirul (3")_, A%), este marginit §i totodat¥ crescitor, deci
conform Teoremei 4.9, pentru orice r € X, seria ) ;- A2z converge in X.
Totodati, pentru orice r € X,

n n n
Y Al =" < Az, Az >= Y < Afa,z >=
k=1 k=1 k=1

n
=< ZAiz,a: ><< Az, T >,

deci, seria numericd Y oo, |[Axz||? este convergenti. Prin urmare, pentru
z € X arbitrar lim A,z = 0. Cum

n—oo

Az = ZA%I + Anq1z, Vn € N,
k=1

pentru n — oo, rezultd ci Az = Y oo | Az, si (3) este dovedits.
Teorema 4.11 (Teorema ridicinii pitrate) Pentru orice operator pozitiv
A € A, (X) ezistd un unic operator pozitiv B € A.(X), (numit rdddcina
pdtratd a operatorului A, VA) astfel incit B* = A. In plus, B comutd cu
orice operator liniar gi continuu care comutd cu A.
Demonstratie. Dacd A = 0, ludim B = 0. Si presupunem deci cd A # 0.
Atunci, putem presupune fir¥ a pierde generalitatea ci ||A|| = 1 (deoarece,
in caz contrar considerim operatorul (1/||A||)A si dacd ridicina sa pitrata
este B', cea a operatorului A este in mod evident /||A]| - B).

S& definim inductiv sirul de operatori (B, ),

1 .
Bl = 0§1 Bn+1 = Bn + §(A — Bi), n Z 1
si sd verificim prin inductie ci acest sir este crescitor si mirginit in A(X).

Deoarece B; = 0, B; este in A(X) si, presupundnd ci B, € A(X), Bnt1
este de asemenea in A(X) pentru ci surni de operatori autoadjuncti este de
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asemenea operator autoadjunct. Acum, si verificim ci B, < I, Vn. Aceasta
rezultd din

_ Lyl 1y gy 1o
[ = Bu=I-Bo= A+ -Bl=2(I-B) +5(I-4)

deoarece I — A > 0. Presupunand ci B,,., < B, (n > 2) si comparand B,
cu Bp,; avem:

Bpt1 — Bn=Bn+ (A B?) - n_l——(A B2_)) =

=B, - B, 1——(3 - B2 )=

= (Bn — Bn-1)5 [(I Bn) + (I — Ba-1)] 20,
(Am folosit Teorema 4.10 deoarece operatorii
(B-n - Bn—l) §l [(I - Bn)\+ (I - Bn—l)]

comut# in mod clar, deci ipoteza acestei teoreme este satisficutd).
Conform Teoremei 4.9, existi B € A, (X) limita punctuald a sirului
(Bp)n. Pentru £ € X arbitrar fixat avem

|B2z — B%z|| < || Ba(Baz) — B(Bz)|| =
= ||Bp(Bnz) — Ba(Bz) + Bn(Bz) — B(Bz)|| <
< ||Brll - || Brz — Bz|| + [|B2(Bz) — B(Bz)|| — 0

ceea ce aratd ci B2z — Bz, pentru n — oo. Atunci, trecind la limitd in
raport cu n in egalitatea

Bn+1 —B +5 (A B2)

rezulti ci B% = A.
S4 dovedim mai departe ci operatorul B construit mai sus este unic astfel
incAt B2 = A. Dacy C este un alt operator in A, (X) satisficand C? = A,

atunci el comutd cu B. Aceasta rezultd prin inductie, asa cum reiese din
urmatorul calcul (deoarece AC' = CA):

CBpy1=CB, + = (CA CB%) =B,C + = (AC B2C) = B,;.C.
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Acum, pentru a arita ci Cr = Bz, Vr € X, cum
|Cz — Bz||> =< (C — B)z,(C — B)z >=< z,(C - B)’z >,

este suficient si stabilim c¢i (C — B)((C — B)z) = 0. Tinind cont ci C si B
sunt in A, (X) si ¢ BC = CB, si notand (C — B)z cu y, avem

0<<Cy,y>+ < By,y >=< (B+C)y,y >=

=< (B+C)(B - C)z,(B - C)x >=< (B* = C%z,z >=0.

Prin urmare < Cy,y >= 0 si < By,y >= 0. Dar, cu inegalitatea Cauchy-
Schwarz corespunzitoare operatorului pozitiv C (si similar pentru B), rezulti

ceea ce implicd Cy = By = 0 si, in final (C — B)y = 0 (egalitatea dorit4).

Pentru a incheia demonstratia, s observdm ci dacd T este un operator
marginit care comutd cu A, atunci, din relatia prin care am definit inductiv
sirul (B,),, rezultd ¢c& TB, = B,T. deci pentru n — oo, TB = BT.

4.5.2 Operatori normali, operatori unitari, proiectii

Definitie. T € B(X) se numeste operator normal daci T T* = T*T.

Observatie. Notdm ci orice operator autoadjunct este normal.
Propozitia 4.12 Fie X spatiu Hilbert complexr i T € B(X) un operator
normal. Atunci, |||T||| = ||T.

Demonstralie. Deoarece T este normal, pentru fiecare n € N, (T T*)* =
T™(T*)*. Prin urmare,

[

1T = (IT T*1%)* = (IT*1*")2 = |(T)*|)2 =

n LT n L 1 n
= |T*(T*)" )2 = T (T*)||2 = IT*||.

Conform Teoremei 4.6, rezultd ci ||72°|] < 2|||T?"||| si, aplicand aceeasi
teorem3, punctul 3), avem |||T2"{|] < 2|||T|||*", deci, in definitiv,

ITI* < 20T,
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adics, ||T|| <27%|||T|||, Vn € N. Concluzionsm ci |T|| < |||T|| si cum in-
totdeauna inegalitatea |||T||| < ||T|| este verificatd, demonstratia propozitiei
este incheiati.

Propozitia 4.13 Fie X spatiu Hilbert real sau complez §t T tn B(X). Ur-
mdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1) T este normal;

2) \Tz|| = |IT*z||, Vz € X.

Demonstratie. 1) = 2) rezultd din

\ITz|?* =< Tz,Tz >=< z,T*Tz >=

=<z, TT'z >=<T*z, Tz >= ||T"z|)?

Pentru a dovedi reciproca, deoarece TT™ — T*T este autoadjunct, este su-
ficient si verificim conform Corolarului 4.8 ¢c& < (TT* — T*T)z,z >= 0,
vz € X. Cu 2), avem

<(TT*-T'Tz,z >=<TT*z,z > — < T*Tz,z >= ||Tz|* - ||T"z||* = 0.

Definitie. Un operator unitar este o aplicatie surjectivd din X in X astfel
incat

< Uz, Uy >=<z,¥y >, Vz,y € X.

Observatie. Orice operator unitar U pe X este liniar gi continuu.

Si verificim mai intai liniaritatea lui U. Fie t arbitrar in X; cum U este
surjectiv, 3z € X astfel incat U(z) =t. Atunci, totul este clar, cu urm#torul
calcul:

< U(az + By),t >=< Ulaz + By), Uz >=< az + By, z >=

=a<z,z>4B<y,z>=a<Uz,Uz>+0 < Uy, Uz >=
=< alUz,t >+ < Uy, t >=< alz + pBUy,t >, Vz,ye X,a,B€ K.

Continuitatea operatorului U rezultd din « Initie, dacd in egalitatea

< Uz, Uy >=<z,y >, Vz,y € X, punem z = y. Mai mult, ||U|| = 1.
Propozitia 4.14 Fie U un operator in B(X). Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

(1) U este unitar;
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(2) U este surjectiv gi ||Uz|| = ||z]|, VT € X

(3) UU* =UU =1,

(4) U* este unitar.

Demonstratie. Este clar cd (1) = (2). Cu Identit#tile de polarizare rezults ci
o aplicatie izometricd are proprietatea de a conserva produsul scalar, pentru
cid

3 3
4 < Uz, Uy >= ZikHU(:r + i y)||2 = szllx +i*y|P=4<z,y>
k=0 k=0

(si similar In cazul spatiilor Hilbert reale), deci (2) = (1).
Din (1) U este injectiv si surjectiv, deci 3U~! astfel incat UU™! =
U~'U = I. Pe de alta parte

< Uz, Uy >=<z,y >o<z,UVy >=<z,y >, Vz,y € X,

prin urmare, U*U = I. Cum U este surjectiv, rezulti ci U~! = U* i deci
(1) = (3). Reciproca este imediatd deoarece (3) implic surjectivitatea lui
U si in plus

< Uz, Uy >=<z,UVy >=< z,y > .

Acum, dacd U* este unitar, tinand cont ci (1) & (3),
U*(U*)* — (Ut)*Ut — I,
adici U*U = UU* = I & U unitar.

Observatie. Sd notdm cid prin compunerea a doi operatori unitari se obtine
tot un operator unitar, deci multimea U(X) a operatorilor unitari pe X inzes-
tratd cu legea de compozitie de compunere a operatorilor (numitd i produs i
notatd ca atare) este grup (subgrup al grupului general liniar GL(X), grupul
operatortlor inversabili din B(X)).

Definitie. Un operator liniar si mirginit P pe spatiul Hilbert X se numeste
proiector (proiectie) daci P? = P. Un proiector ortogonal este un proiector
cu proprietatea P* = P.

Conventie. Proiectiile ortogonale apar mult mai frecvent in aplicatii prac-
tice decat cele neortogonale. Din acest motiv, convenim ca in continuare si
folosim denumirea de proiector (proiectie) cu intelesul de proiector ortogonal.
Deci, mai departe, P € B(X) este o proiectie daci P? = P gi P* = P.
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Observatie. Orice proiectie este un operator pozitiv, aga cum rezulti cu
urmitorul calcul:

< P,z >=< P21,z >=< Pz, Pz >=||Pz|]? Vz € X.

In plus, VP = P.
Notatie. Fie Y subspatiu liniar inchis al lui X. Conform Teoremei Proiectiei
(2.19), orice £ € X se descompune in mod unic ca £ = 11 + 9, cuz; €Y si
zo € Y1, Fie Py operatorul pe X definit prin Py(z) = ;.

Teorema urmitoare pune in evidents corespondenta dintre proiectori si
subspatiile liniare inchise ale unui spatiu Hilbert.
Teorema 4.15 Fie X spatiu Hilbert si Y subspaliuv lintar tnchis al lui X.
Atunci, operatorul Py este un proiector. Reciproc, dacd P este un proiector
pe X, existd un subspatiu liniar tnchis Y al spatiului X astfel incdit Py = P.
Demonstratie. Si verificim mai intai cd Py € B(X). Fie z,y in X, deci z =
T+ T, y=m+y,cuz,t €Y, 10, €Y¥tsia, BEK. CumY s Yt
sunt subspatii liniare, az; + Sy, € Y si aze + fy. € YL, Atunci,

Py(az + By) = az1 + By1 = aPy(z) + BPy(y).
adicd Py este liniar. Continuitatea rezultd din
1Py (@)1 = Izl < llzall® + llz2ll® = llz||*.
In plus avem
P{(z) = Py(Py(z)) = Py(z1) = 21 = Py(z)

si
< Py(z),y >=< 1,91 + Y2 >=
=< I + Io, 41 > + < T1,Y2 >=< 7z, Py(y) > .

In concluzie Py este o proiectie.
Reciproc, fie P € A(X), astfel incat P2 = P. Si notdm cu Y subspatiul

P(X) si si dovedim ci Y este inchis. Fie y € Y si (z,), C X astfel incat
Pz, — y. Atunci,

y = limPz, = limP(Pz,) = P(limPz,) = P(y),
deci y € Y. Prin urmare Y =Y .
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S& aritdm acum ci P = Py. Pentru z arbitrar in X, putem scrie z =
T) + o unde 7; € P(X), (z, = Pz, 2 € X), o € P(X)* = Ker P, deci
avem
P(z) = P(Pz + ;) = Pz + Pzy = Pz = 11 = Pyz.

Observatie. Pentru orice subspatiu lintar inchis Y, operatorul Py definit
mai sus se numeste proieclia pe subspatiul Y, deci putem spune cd orice
proiector este proiectia pe propria-i 1magine.

4.6 Reprezentarea matricialda a operatorilor
marginiti

Am vizut cid oricirui operator pe spatiul Hilbert K™ i se poate asocia
in mod natural o matrice, matricea sa in baza ortonormals standard. Acest
rezultat poate fi generalizat la cazul operatorilor din B(X), unde X este
spatiu Hilbert avaind o bazi ortonormald numairabild (infinitd), fie aceasta
{en | n € N}. Atunci, oricez € X, z =3 o> | < z,e, > €,. Din liniaritatea
si continuitatea lui T', rezultd

[o o]
Tzzz <z, e,>Te,.

n=1

Pe de altd parte, dezvoltand in serie Fourier fiecare Te, (n € N) se obtine

oo
Te, = Z < Tey,er > eg.

k=1

Combinand cele doud relatii de mai sus, concludem ci

o0 (o o) [o o] [o o]
Tz = Zz <z,en><Tep, e >e= EZ <z, e,><Te,, e > e.
n=1 k=1 k=1 n=1
Deci, avem
<Tey,e1> <Tey,eq > --- <zTe > <Tzx,e; >

<Te,ea> <Tegea> --- | .| <zyea> | = | <Tz,e0>
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Aceasti relatie matricialf ne conduce la urmitoarea definitie:

Definitie. Fie T un operator liniar si méirginit pe spatiul Hilbert X avind
bazi ortonormald numirabild infinit¥ si {e, | » € N} o bazi ortonormald
numdirabili infinitd a lui X. Matricea corespunzitoare lui T si bazei ortonor-
male {e, | n € N} este definitd prin

a;; =< Tej,ei >, 1,J€ N.

Definitie. Un operator liniar si mirginit pe spatiul Hilbert X avind bazi
ortonormali numéirabili se numeste diagonalizabil daci existd o bazi ortonor-
mali {e, | n € N} a lui X astfel incat matricea corespuzitoare lui T si bazei
ortonormale {e, | n € N} si fie diagonal.

Exemplu. Pentru (\,), un sir din {$ operatorul T pe % definit prin

T(én)‘n = (Anén)n

are maticea in baza standard a spatiului (%

M 0O 0 - o
(01 M 0 0 - - \
0 0 X3 00

\ )

ceea ce explicd denumirea sa de operator diagonal.
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Capitolul 3

Teorie spectrala elementara

5.1 Elemente inversabile in algebre Banach

Daci X este spatiu normat, pe spatiul liniar al operatorilor liniari §i m&rginiti
pe X, B(X), compunerea operatorilor, care va fi notatd multiplicativ, este
o lege de compozitie interni. (B(X),-) are o structurs naturali de algebri
inzestratd cu o normd submultiplicativa (||ST|| < ||S||-[IT})|, VS, T € B(X)).
In cazul in care X este spatiu Banach (Hilbert) (B(X),| - ||) este spatiu
Banach. Acesta este modelul nostru pentru o structurs algebrico-topologici
deosebit de bogats, numitd algebrd Banach. Mai intai, vom pune in evidenti
in algebre Banach proprietétile legate de inversarea elementelor, proprietiti
utile in particular si in B(X).

Definitie. O algebrd Banach peste corpul K este un spatiu Banach
(A, |- |), inzestrat cu o lege multiplicativa asociativi, (S,T) — ST, astfel
incat (A, -) are o structura algebrici de algebra, adici

1) M(ST) = (AS)T) = S(AT), VS, T € A, V) € K;

2) (S+T)W=SV+TV, V5T,V € A

3)S(T+V)=ST+SV, VS, T,VeA
gi astfel incat norma lui A este submultiplicativi, aceasta insemnind

4) [IST) < ISI - [IT]l, VS, T € A.

Algebra Banach A se numeste unitard daci existd I € A (in mod necesar
unic) numit unitate a algebrei A, astfel incat IT =TI =T,VT € A. Spunem
cd algebra A este comutativd dacd ST =TS, VS, T € A.

Observatie. Se poate demonstra ci daci A este o algebrd Banach unitar,
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A # {0}, ea poate fi normat# cu o normi echivalentd cu cea initiald astfel
incat ||I|| = 1; deci putem presupune firs a pierde generalitatea ci ||I|| = 1.
Definitie. Un element U al algebrei Banach unitare .4, se numeste inversabil
dac¥ exist¥ elementele S, T € A astfel incat US =TU = 1.

Notatie. Elementele S,T din definitia de mai sus sunt in mod necesar egale:

S=1IS=(TU)S)=T(US)=TI=T.

Pri urmare, vom nota cu U~! = S = T si vom numi acest element inversul
lui U. S notdm ci inversul unui element, in cazul in care existd, este unic.

Multimea tuturor elementelor inversabile intr-o algebra Banach A, notati
mai departe cu G(A), inzestratd cu restrictia legii multiplicative din A are
o structuri algebrici de grup (numit in cazul A = B(X), aga cum am mai
precizat, grupul general liniar).

In continuare, A va fi o algebra Banach unitari, cu unitatea I, ||I|| = 1.
Teorema 5.1 Fie T € A cu ||T| < 1. Atunci, I - T € G(A), s

oo

I-T)t=) 1" (T°=1I).
n=0
In plus,
1
I-T)Y < ——.

Demonstratie. Pentru n numir natural arbitrar fixat, deoarece norma este
submultiplictivd, > p_o 175l < > r_o IT|I* si cum ||T|| < 1, rezult¥ ci seria
Y n>o 1" este absolut convergentd. A fiind spatiu Banch concluziondm c¥
Ym0 1" este convergents. Fie S, =3/, Tk. Cum

(I =T)Sn = Sp(I —=T) =1 —T™!

si cum I — T"t! — | pentru n — oo, (deoarece | T™*!|| < ||T||**!, si
IIT|| < 1) rezultd ci

-7 1= _THI-T)=1,
n=0 n=0
ceea ce dovedeste c¥ I — T este inversabil i ¢ (1 —T)~! = Y"° ' T™. Atunci,
= 1
- Y <STI" = ——
I =D S ST = g
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Corolarul 5.2 FieT € A ¢i | - T|| < 1. Atunci, T € G(A), §i

[e =]

T =) (I-T)"

n=0

Demonstratie. Totul este clar daci aplicim teorema precedents elementului
I-T.

Corolarul 5.3 Fie T, € A inversabil si T un element din A cu proprietatea
T — T\l < 1/IIT; M. Atunci T € G(A),

=N N -
n=0
§1
IT,HPIT - Tl
175 T = Toll”
Demonstratie. Deoarece T = T,— (T,—T) = T,[I - T, *(To,—T)] si | T, *(To—
=T)|| < I - |(To = T)]} < 1 cu Teorema 5.1 rezult¥ ci T este inversabil
sicd

T—l -1
IT - T <

=1 -T7YT, - 7)1 Z[T (T, - T)"T; Y,

sau, echivalent,

T_l - T’o—l = Z[To_l(TO - T)]nTo_l'
Folosind submultiplicitatea normei, avem
177 =T < ITH D ITSHT - DM <
n=1

ITPIT =Tl
=TT - T

<NTHD AT - 1T = T =
n=1

Corolarul 5.4 Grupul multiplicativ G(A) este un subgrup deschis in A si
aplicatia T — T~ ! pe G(A) este un homeomorfism al lui G(A).
Demonstratie. Cu corolarul precedent, pentru T, € G(.A), arbitrar fixat, bila
deschisa B(T,, IIT:’W) C G(A), deci G(A) este multime deschisi in A. in plus,
cum
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TS BT - 7o) 1
: VT € B(Ty, ———).
T T = o )

rezulty ci aplicatia T — T! ca si inversa sa, sunt continue pe G(A).

”7—1-_1 - TO_IH S 1

Observatie. Este bine si rescriem aceste rezultate in cazul particular 4 =
B(X). Tininad cont c# inversabilitatea unui element din algebra B(X) este
echivalenti cu bijectivitatea operatorului respectiv si ci convergenta in B(X)
o implicd pe cea punctuald, obtinem:

(1) Pentru T € B(X) cu ||T|| < 1, operatorul I — T este bijectiv si pentru
fiecare y € X,

I-T)'y=) Ty

n=0
(Teorema 5.1).
(2) Fie T, € B(X) inversabil. S¥ considerim T' € B(X) cu ||T - To|| <
< 1/|IT;!||. Atunci T este inversabil, si pentru orice y € X,

oo

Ty = S0 (T - TIPSy

n=0

(Corolarul 5.3).

5.2 Spectru, raza spectrala -

5.2.1 Spectru, mult{ime rezolvanta

Ca si mai inainte A este o algebrd Banach unitars peste K, avind unitatea
I Il =1.

Definitie. Pentru orice T € g.A, spectrul elementului T', notat cu o(T), este
multimea de numere din K,

oT)={ e K | X -T¢G(A)}

Complementara in K a multimii o(T') se numeste mulfimea rezolvanta alui T
si va fi notata cu p(T'); numerele din p(T") se numesc numere regulate pentru
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T. Aplicatia definiti pe p(T') cu valori in A, prin
R(T;\) =0 -T)!
se numeste functia rezolvanta a elementului 7.

Observatie. Daci algebra A este reali (K = R), este posibil si existe
elemente T in A, cu o(T) = (. De exemplu, luand A = £(R?), elementul

0 -1
- (17%)
are spectrul vid. Scopul principal al paragrafului de fats este de a demonstra
cd aceasta nu se intdmpld in cazul algebrelor complexe, deci cd spectrul
oricirui element intr-o algebra (Banach unitari) complexi este nevid.
Un pas in aceastf directie este urmitorul rezultat.

Propozitia 5.5 Pentru orice T € A, mutimea rezolvanta a lui T, p(T) este
o submultime deschisd in C.

Demonstratie. Fie A, € p(T') si A in C arbitrar. Atunci,
A= 2o = [(AT = T) = (Al = T,
deci, cu Corolarul 5.3, daci

1

I = 1) = (T =) < ey =y

A — T este inversabil, adicd A € p(T). Rezultd ci

1
B o r =) < AT

In continuare, A este o algebrd Banach complezd wunitard (K = C),
A # {0}. Pentru a obtine rezultatul anuntat (o(7) # 0,VT € A) trebuie
mai intdi si demonstrim céteva propozitii preliminare.
Lema 5.6 Pentru orice T € A, functia rezolvanta a elementului T are

urmdtoarele proprietdti:
(1) R(T;") este continud pe p(T);
(2) Pentru A, p € p(T),
R(T;A) — R(T; u) = (0 — A) R(T;A) R(T; p)
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(ecuatia lui Hilbert);
(3) R(T;-) este o functie olomorfd pe p(T);
(4) |)‘llim R(T;))=0.

Demonstratie. (1) rezulti din continuitatea aplicatiei T —— T~* (Corolarul
5.4) tinind cont de definitia functiei R(T;-).
(2) rezultd din urmitorul scurt calcul, inmultind la dreapta cu R(T'; u) :

I'=(pl-T) R(T;p) =[(p = NI+ M -T] R(T; ) =
= (p—A) R(T;p) + (M = T) R(T; p).

(3) Pentru A, € p(T) arbitrar, cu (1), (2), avem

. R(T;)) - R(T;)\) . . N N
Jim T = lim — R(T:A) R(T; %) = ~R(T: A,)

ceea ce aratd ci R(T';-) este olomorfa pe p(T).
(4) Fie A € p(T) astfel incat |A| > ||T||; cum ||T / A|l| < 1, conform
Teoremei 5.1, existd (I — L)~ si

(-3 -G

sau, echivalent, (A\I — T) € G(A) si

(AT -T)" i

n=0

>

Estimand norma lui (AJ — T) 7' rezultd ci

- — 1
IRT A= 100 -D)7 <35 (5
n=0

1 1 1 0
TN 1o\ T N =T
X TCE T T

pentru |A| — oo, deci (4) este demonstratj.
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Din demonstratia de mai sus rezultd si urmitoarea consecinti.
Corolarul 5.7 1) o(T) C B(0,||T));
2) Pentru YA € C cu |A| > ||T|,

L o= T
n=0

Lema 5.8 (Teorema Liouville in algebre Banach) Fie O(D, A) spatiul funcii-

lor olomorfe definite pe D = D C C cu valori in A. Atunci,

1) Pentru orice z € O(D, A) gi f € A*, funclia f oz este in O(D,C).

2) Orice functie mdrginitd z € O(C, A) (functie analiticd intreagd) este
constantd.

Demonstratie. 1) Fie f € A*, 2 € O(D, A) si A, € D, deci existd un element

' (X,) in A, astfel incat
(foz)(A) = (foz)(A) A)—z(X)
‘f <__T_Ao_ -z ()‘o))‘ <
z(A) —z(X)

oY — f(z(
N -z (Ao)|| -

Rezulti ci f oz € O(D,C) si in plus (f o z) (X) = f(z' (M)
2) Fiez € O(C, A), lz(A)|| < M, VA € C si f arbitrari in A*. Cum

(e ) < LA eI < M £

avem ci f oz este o functie olomorfs pe C mirginita, deci, cu Teorema lui
Liouville, f o z este constantd, (f oz)(A) = (f oz)(0), YA € C. Prin urmare,
pentru orice A arbitrar in C, f(z(A) — z(0)) = 0,Vf € A*. Atunci, conform
Corolarului 3.9, z(A\) — z(0) = 0, VA € C, adicd z este constanti pe C.
Teorema 5.9 Spectrul oricdrui element al unei algebre Banach complexe
unitare, este o multime de numere compleze nevidd compactd.
Demonstratie. Fie T € A. Conform Propozitiei 5.5, p(T') este deschisi si
din Corolarul 5.7, o(T) C B(0, ||T]|). Prin urmare, complementara multimii
p(T) in C, o(T) este inchisi, i cum este si mirginitd, este compact in C.
S4 presupunem prin absurd ci o(T") = 0. Atunci, functia rezolvanta a lui T’
este o functie analiticd intreagi (este marginitd deoarece |/\1|1m R(T; )) =0);
—00

utilizand lema precedentd, concluzionim ci R(T'; -) este constant, deci, cum
limita acestei functii la oo este zero, R(T; A) = 0, VA € C. Atunci,

I=R(T;))'R(T;\) =0,
101

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



ceea ce este in contradictie cu A # {0}.

O consecintd imediatd a teoremei de mai sus este urmétorul rezultat,
cunoscut sub numele de Teorema Gelfand-Mazur.
Corolarul 5.10 Fie A algebrd Banach complexd unitard care este corp
(G(A) = A\{0}). Atunci A este izometric izomorfd cu C.
Demonstratie. Pentru T arbitrar in A, cum spectrul siu este nevid, 3A € C
astfel incAt A — T nu este inversabil. Rezultdi cd A\l — T =0, adicd T = AI.
In plus, ||T| = M| = |A].
Propozitia 5.11. Fie T in A astfel incdt 0 ¢ o(T) (T inversabil). Atunci

T = ={5]|rea(T)}
Demonstratie. Fie A € o(T™) (m mod necesar A # 0). Atunci, M-T1¢
G(A) & 1= 3T ¢ G(A) & THT — 3I) ¢ G(A) & T — 31 ¢ G(A), deci
M -T ¢ G(A).

5.2.2 Raza spectrala

Lema urmétoare este utild pentru definirea notiunii de razi spectrali.
Lema 5.12 Fie A algebrd unitard inzestratd cu o normd submultiplicativd.
Atunci, pentru orice T € A, existd

lim [{7"|» = inf |||~
n—oo n>1
Demonstratie. Fie m > 1 numir natural fixat gi n > 1, arbitrar in N.

Atunci, aplicind Teorema Tmpértirii cu rest, existid numerele naturale ¢(n),
r(n) astfel incat

n=mq(n)+r(n)si0 <r(n) <m-1.
Rezulti cd .
lim Ln) = 0g1 lim —= aln) _ —

n-+00 7N n—oo N m.
Tinand cont ci norma este submultiplicativd, avem
T < |7 )

deci
llmSUPIIT"II" < llmsupHT'"II T
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lim 22) lim T~ 1
= [T " [T~ = ||T™||=.
Rezults ci . .
limsup||T"||» < inof ||T™|™,
n m21
inegalitate care, impreuni cu

inf|T™||= < liminf |T"||=
n>1 n

aratd ci 3 lim ||T"||= = inf||T™|.
n—oo n>1

Definitie. Fie A algebri Banach complexi unitari si T € A. Se numeste
raza spectrald a lui T (notatd cu ||T||,), numérul

. 1
ITllo = Lim [|T"[]=.
n—oo

1n

Lema 5.13 Pentru orice A € C astfel incdt [N > ||T||, seria 3 503w

este convergentd.
Demonstratie. folosind Teorema Cauchy-Hadamard (privind seriile de pu-
teri), rezult ci seria ) -, ||T"|| 2" converge pentru fiecare z cu proprietatea

1 1

|| < =

lim sup||T"||= [aliPa
n

Deoarece pentru orice A, cu |A| > ||T||, avem 0 < ﬁ < ﬁ, concluzionim
o
cd seria Y50 |3 T™|| converge. Deci, seria )., 5 I™ este absolut conver-

gentd, si prin urmare, A fiind Banach, convergenti.

Observatie. Deoarece pentru A, cu [A| > |||, seria Y., 3=T™ este con-

vergentd, rezultd ci pentru VA € C, cu |A| > ||T|,, lir& A—{T" =0.
Urmndtorul rezultat aratd ci raza spectrali este cgrmai mic numir pozitiv

cu proprietatea ci o(T) C B(0, 7).

Teorema 5.14 Fie T un element al algebrei Banach compleze unitare A.

Atunci,
1) Orice A € C cu |A| > ||T||, se afld in p(T) si

oo Tn
R(T;)) =) T

n=0
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2) Pentru raza spectrald a lui T are loc egalitatea:

ITlle = sup |Al.
Aeo(T)
Demonstratie. 1) Conform lemei precedente, daci |A| > ||T|l5, seria ), 5o 5= T"

este convergentd. Notand, pentru orice numir natural n > 1,

Sn=2:j%Tk,
o Daeso- D ()
-DED)

n=0

Rezultd ci elementul \J — T este inversabil, adicd A € p(T) st

avem

Prin urmare,

[e o]

- ™
(M —T) 1=ZA—n+—1.

n=0

2) Din 1), obtinem c& o(T) C B(0,||T||s). Aritim acum ci pentru orice

r >0, ||T|ls < sup |A| + r. Pentru aceasta, notdnd cu €, = sup |\ + 7,
A€o(T) A€o (T)

observim ci £_ ¢ o(T). Deci, &, € p(T) si existd R(T;€,) = (£, — T)7L. Pe
de altd parte, pentru orice A, cu |A| > ||T|lo, R(T;)) = 3 oo 5w T™. Din
unicitatea dezvoltirii in serie Laurent, rezulti ci

[o o] 1 -
R(T;€,) =) £"+‘T ,
n=0 >T

prin urmare

lim

n—oo

1
134 “

Atunci, putem concluziona c& ||T"||* < &, (pentru n suficient de mare), adics
Tl <&, , ceea ce incheie demonstratia.
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5.2.3 Spectru in algebre involutive
Ca si mai inainte A este o algebrd Banach complexd unitari.

Definitie. O involutie este o aplicatie T +—— T* din A in A avind urmi-
toarele proprietiti:

1) (T + BS)* =aT* + BS*, VT,S€ A,q,B€C;

2)(TS)=8T*, VI,ScA,

3T =T, VTeA

Involutiile care apar in mod natural in algebre Banach sunt izometrice, adici
|7l =T, vT € A.

Definitie. O algebrd Banach A dotatd cu o involutie se numeste algebrd
Banach involutivd. Daci involutia este izometrica si

ITT*| = |TI?, VT € A,

algebra A se numegte C*—algebri.

Observatii. 1) In orice algebra unitar involutiva, I* = I.

2) Daci T € G(A), un calcul simplu arati c& T* € G(A) sicd (T*)"! =
(T-1)~.

Notdm, ci algebra operatorilor liniari i mirginiti pe un spatiu Hilbert
X, B(X) este o C*—algebri, unde T™* este in mod evident adjunctul opera-
torului 7. Terminologia din aceastd algebri este preluatd partial in algebre
involutive generale, asa cum se observi in definitia urmitoare.

Definitie. Fie A o algebrd unitars involutivid. Spunem ci elementul T € A
este normal dacd TT* = T*T. Un element U € A se numeste unitar daci
UU* = UU = I. Un element- A € A este autoadjunct daci A* = A. O
proiectie este un element P € A astfel incat P2 = P.
Teorema 5.15 Fie A o algebrd unitard involutivd. Atunci, pentru orice T €
A,

o(T*) ={} | Xea(T)}.

Demonstratie. Tindnd cont de a doua observatie de mai sus, avem A €
o(TYe M -T*€GA) & M —-T) =X -T € GlAe € oT).
Teorema 5.16 Fie A o C*—algebrd. Atunci,

1) Daca U € A, U unitar, o(U) C{Ne C | |N\ =1}

2) Dacd A € A, A autoadjunct, o(A) C R;

3) Pentru orice T € A, T normal, ||T||, = ||T||.
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Demonstratie. 1) Dacd U este unitar, ||U|| = ||[U*|| = 1. Rezulti ci o(U)
C B(0,1), deci daci A € o(U), |A| < 1. Pe de alti parte, deoarece U* = U™},

(U") = {1/X | A€ a(U)} € B(0,1) si, prin urmare, pentru orice A € a(U),
IAI <1< |A| > 1. Concluziondm, ci o(U) C {x € C | |A] = 1}.

2) S4 notAm mai intai ci pentru orice a € C, o(T + al) = o(T) + a. Cu
aceasta, avemn ci daci a+bi € o(T) (a,b € R), atunci, pentru r € R arbitrar,
numrul complex a+bi+rise afliin o(T)+ri = o(T+ril) C B(0, | T+ril||).
Avem ci,

la+bi+ri|2 < ||T+ril)|? = (T+ril (T +ril)*|| = |T* — 21| < ||T|)® + 2

deci,
2bor < ||IT||*> - a®, VreRr,

ceea ce atrage dupé sine b = 0.
3) Daci T este normal, am aritat (In demonstratia Propozitiei 4.12) ci
|77 = |T||, ¥n € N si deoarece || T?"||Z* =% ||T)|,, totul este clar.
Tinand cont ci B(X) (unde X este spatiu Hilbert) este o C*—algebri,
toate rezultatele de mai sus pot fi transcrise pentru operatori liniari gi con-
tinui pe spatii Hilbert:
Teorema 5.17 Fie X spatiu Hilbert. Atunci,
1) YT € B(X), o(T) # 0, o(T) este o multime compactd continutd n
B(0,||T]|,);
2) VT € B(X), p(T) este o multime deschisd in C,
3)Dacdo¢ o(T), o(T-1) = {1 | A € (D)}
4)o(T*) ={X| xe o(D)};
5) Pentru orice operator unitar U, o(U) C {A € C ||\ =1},
6) Pentru orice A operator autoadjunct, o(T) C R,
7) Dacd T este normal, ||T|l, = ||T|-

5.3 Spectru punctual. Proprietati spectrale

ale operatorilor autoadjuncti
In aceasta sectiune X este spatiu Hilbert peste corpul K = R, C.
Definitie. Pentru orice T € B(X), spectrul punctual al lui T, o,(T), este

multimea
0,(T) = {) € K | A\I — T nu este injectiv}.
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In mod evident 0,(T) este continut in o(T'), 0,(T) C o(T). Din definitie
observdm ci A € o,(T), dacd si numai daci existd = # 0 astfel incat (A —
T)x = 0, sau, echivalent, subspatiul Ker (\] — T) # {0}. Un numir X in
0p(T') se numeste valoare proprie a lui T, iar elementele nenule din

Ker (M — T') se numesc vectori proprii corespunzitori valorii proprii A.

Observatie. Dacd X = K", cum pe spatii liniare finit dimensionale un o-
perator liniar este injectiv dacd si numai daci este bijectiv, rezultd c&, pentru
orice T € L(K™), 0,(T) = o(T). In plus, A € o(T), daci si numai dacx
det (A — T) = 0, adici X este ridicind a acestei ecuatii algebrice.

Lema 5.18 Fie (A,), un sir de valori proprii diferite doud cdte doud, A\, #
Am, Vm # n gt z, € Ker(A ] — T)\{0}, Vn € N. Atunci, mul{imea formatd
din termenii girului (r,), este liniar independentd.

Demonstratie. Demonstrim prin inductie. Pentru n = 1, cum orice element
nenul formeazi el insusi o multime liniar independent, afirmatia este dove-
ditd. Si presupunem ci ea este adeviratd pentru orice numir natural n. Fie
Ans1 O valoare proprie, A1 # A, Ym =1,2, .0 8l zpq € Ker(Ayrl = T).
Dacd multimea {z;, z9, ..., Zn+1} ar fi liniar dependenti, ar exista oy, as, ...a,
(nu toti zero) astfel incat

n
Inyl = E QpTg,
k=1

deci, T(Zn+1) = D _py akT(zk), adicd

3

An1Tnsl = ) QpApTk.
k=1

Combinand aceste doud relatii, rezults ci

Zak()\n+1 - Ax)zk = 0,

k=1

egalitate in care nu toti coeficientii sunt zero, ceea ce inseamni ci mutimea
{z1,Za, ..., Z»} este liniar dependentd (contradictie).

Observatie. Dacd (\,)n este un gir de valori proprii astfel incat A\, # Am,
Vm # n si z, € Ker(A,I — T)\{0}, VYn € N, si not3m, pentru orice numir
natural n arbitrar fixat cu X, subspatiul liniar generat de {z1, z2, ..., zo}. Cu
lema precedentd rezultd imediat ci Vn € N, X, este strict continut in X, ;.
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Rezultatele de mai jos se referd la operatori 7" autoadjuncti, T' = T*.
Propozitia 5.19 Fie T operator autoadjunct pe spaliul Hilbert X. Spectrul
punctual al lui T, 0,(T) este continut in intervalul (mr, M7, §i, pentru orice
A\ p € op(T), A # p, subspatiile Ker (A —T) si Ker (uI —T) sunt ortogonale.
Demonstratie. Pentru A € 0,(T), 3z # 0, astfel incat

A<zz>=<Tz,z>.

Atunci,

<Tz,z> <Tz,z>
mr < inf ————— < A < sup————— = Mr.

z#0 < T,T > 20 < ZI,T >
Acum, daci = € Ker (A —T) si y € Ker (ul —T) avem

A< z,y>=< A,y >=<Tz,y >=< 2, Ty >=< 2, py >=p < 1,y >,

ceea ce arati, deoarece \ # u, ¢ < z,y >= 0. Am justificat deci ci

Ker (\[ — T)LKer (uI — T).

Propozitia 5.20 Fie T operator autoadjunct pe spatiul Hilbert X. Atunci,
X € 0,(T) dacd gi numai dacd (M — T)(X) # X.

Demonstratie. Pentru A in 0p(T), Ker (M —T) # {0} sau, echivalent,

Ker (\[-T)* # X. Deoarece Ker (\[-T)* = (AI — T)*(X) si \I-T autoad-
junct, rezultd cd (A\] — T)(X) # X. Recxproc deoarece (A — T)(X) # X,
3z, # 0, T, € (M —T)(X) = Ker (\[ = T)* = Ker (A — T). Prin urmare
Az, = Tz,, adici X € 0,(T). Cum stim ci 0,(T) C R, avem A = X € o,,(T).

Observatie. Daci T € B(X), spectrul rezidual al lui T este definit prin
o.(T) ={X € K | \I = T este injectiv §i (A\] — T)(X) # X}.

Propozitia precedents arati ci dacd T este autoadjunct, atunci spectrul siu
rezidual este vid.

Propozitia 5.21 Fie T operator autoadjunct pe spatiul Hilbert X . Atunci,
A € p(T) dacd si numai dacd existd p > 0 astfel incdt ||[(AI — T)z|| > pllz]|,
Vz € X.

Demonstratie. S& presupunem ci A € p(T), adicd existd (A —T)~! € B(X).
Cum A — T este mirginit, AM > 0 astfel incét

(A = T)z|| < Mljzl|, VzeX.
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Punand aici z = (A — T) ™'y, obtinem
1
plell < I =Tz, vz € X, (unde p= 7).

Reciproc, daci existd y > 0 astfel incat ||(A —T)z|| > pl|z||, Vz € X, A] -T
este injectiv. Atunci, A ¢ 0,(T'), si, conform Propozitiei 5.20, (Al — T)(X) =
X. Rezulti cd pentru orice y € X, 3(z,), C X astfel incat y, = Az, — Tz,

n—oo

— y. Prin urmare,

1
1Zn — Zmll < —=ll¥n — Ymll,
u

deci (z,)n este sir Cauchy, ceea ce inseamni, deoarece X este complet, ci
dr = lim z,. Concluziondm ci y = Az — Tz. Am dovedit ci Al — T este
surjectig, si cum el este si injectiv, este inversabil.

O consecintd imediati a acestei teoreme este urmitorul corolar.
Corolarul 5.22 Fie T operator autoadjunct pe spatiul Hilbert X. Atunci,
A € o(T) dacd §i numai dacd existd un $ir (Tp)n, cu ||zZn|| = 1 astfel incdt
A\, — Tz, =3 0. -

Propozitia 5.23 Orice operator autoadjunct T are spectrul confinut in in-
tervalul {mr, M| §i mp, Mr se afld tn o(T).

Demonstralie. S3 presupunem mai intai ci A < mr, adicd mp — A > 0. Cum
pentru orice x arbitrar in X avem

< (T =A)z,z>=<Tz,z> A< 1,z >> (mr - \)|z|%
rezultd cd T — Al € A, (X). Atunci, cu inegalitatea Cauchy-Schwarz obtinem
T = ADz|| - lz)| >< T — Az, z >> (mr — M)|lz||?, Vr € X,
si folosind Propozitia 5.21, A € p(T').
Similar, dacd A > Myr adicd A — Mr > 0, operatorul AI — T este pozitiv,
deoarece
<M =T)r,z>=A<z,z>—<Tz,z>> (= Mp)|z|?

si, cu acelagi argument ca mai inainte, obt{inem

A = T)z|| - |lz|| >2< (AT = T)z,z >> (A — MT)||a:||2, Ve X,
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deci A € p(T).
Am demonstrat pan4 acum ci o(T) C [mr, Mr]. Mai departe si justi-
ficdm ci mg € o(T). Deoarece mr = inf < T'z,z >, existd un gir (z,)n,

llzll=1
cu ||zn|| = 1 astfel incat < Tz,,z, >— mr, cAnd n — oo. Daci verificim
ci (mpl — Tz, == 0, cu Corolarul 5.22, rezulty mr € o(T). In urmitorul
calcul se foloseste inegalitatea Cauchy-Schwarz generalizatd corespunzitoare
operatorului pozitiv T' — mzI. Atunci,

(T = mrD)z,||* =< (T — mgpI)zn, (T — mrl)z, >2<

<< (T —mqpl)zp, 2z, > - < (T — mrl)*z,, (T — mpl)z, ><
<< (T — mpDzp, zp > -||T — mrl| - (T — mgIz,?,

ceea ce, tinand cont ci < (T — mrl)z,, T, >-"5 0, aratd ci sirul ((mpI—
—T)x,)n converge la zero.

Similar, Mt € o(T).
Observatie. Cu aceasti propozitie, rezultd ci daci T este operator autoad-
junct pozitiv, spectrul lui T si deci gi spectrul punctual contin numai numere
pozitive.

5.4 Proprietiti spectrale ale operatorilor
compacti si autoadjuncti

Pentru a obtine o descriere completd a spectrului operatorilor compacti si
autoadjuncti pe spatii Hilbert, vom demonstra mai intai un rezultat privind
spectrul operatorilor compacti definiti pe spatii Hilbert. Mentionim fnsi
cd urmitoarea propozitie ramane adeviratd si daci X este numai spatiu
Banach.

Propozitia 5.24 Dacd T este un operator compact pe spatiul Hilbert X,
spectrul punctual al lui T, 0,(T') este o multime cel mult numdrabild, avdnd
ca unic posibil punct de acumulare pe zero.

Demonstratie. S& presupunem ci existd un punct de acumulare nenul al
spectrului punctual al operatorului 7', fie acesta A, # 0. Atunci, 3(A,)n C
05(T), An # Am, An — X,. Fie (z,), un sir de vectori proprii corespunzitori
valorilor (A,)n, zn € Ker (A1 —T),Vn. S& notdm cu X, subspatiul liniar al
lui X generat de {z;,zs, ..., Zn}. Este clar ci X, este inchis (pentru c este
finit dimensional) si ci X, strict inclus in X, ;. Pentru fiecare numr natural
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n, cum X,_; G Xy, cu Teorema Proiectiei, obtinem ci existd 72 € X,NXL |,
||z2]| = 1. Prin urmare, pentru orice £ € X,_1,

lz5, = zl|* =< 2}, — 2,27 — 2 >= g7 |"~ < 2],z > — <=z, 27 > +|z]* =

= llzolI” + llzl® 2 llznl* =1
deci ||z2 —z|| > 1, Vz € X,_;.
Acum, s¥ considerim sirul (51 3. Tn)n, care, deoarece A, L5 X, # 0, este
mirginit. Vom arita ci sirul (T( z2)), nu contine subsiruri convergente.
Intr-adevir, pentru orice n, 22 € X, deci,

n
2 = arZi, (ax € K),
k=1

ceea ce implicd

n—1
o
QnTn = I, — E ATy,
k=1

st aplicind T,

n
= E ak)\k:rk.
k=1

Rezultd ca
1 = Ak
o
. Tz, = 2—1 3Tk +%,1,.

Atunci, pentru un element arbitrar z € X,,_;, obtinem

n-1
1., Ak
IIA—nTzn ~z|| = Zak/\—zk +anz, — || =
k=1
n—1 /\ n—1
k o
=||Zak—/\—$k+:rn—Zak:vk—m||=||$ Zak zk+$)||>1
— n fr—

deoarece Y p_; ak(l - )zk +z € X,_,. Tinand cont ci -—-T:En 1 € Xao,
punind in formula de mai sus z ~» HT‘TH,—I’ rezulti ci

1

1 )
”A_nTIn - An—

Tl‘n 1” > 1
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si cum pentru m < n — 1, X,, este continut in X,,_;, avem

1 o 1 )
“/\_nT‘Tn - ETI‘m” > 1,

ceea ce aratd ci (T(y-%;))» nu are subgiruri convergente (contradictie cu

faptul ci operatorul T este compact).
In consecintd, am dovedit ci dacd spectrul punctual al lui T are un punct
de acumulare, acesta nu poate fi decat zero. Mai departe, observim ci

op(T) C o(T) C B(0,||T|l) = U{A €K | ——IITII <A< —IITII}U{O}

deci,
U{A € 0p(T) | ——IITII <A< —IITII}U{O}

Fiecare mulfime {\ € 0,(T) | 5|IT| < |A| < £IT}, (n € N), este finits
(in caz contrar, daci ar fi nevida, ar fi infinit4 si mirginitd, deci ar avea un
punct de acumulare, in mod necesar nenul, ceea ce contrazice prima parte
a demonstartiei). Concluzionim ci 0,(T), fiind continut intr-o reuniune
numirabil® de multimi finite, deci intr-o multime (cel mult) numirabili, este
el insugi 0 multime (cel mult) numirabils.

Propozitia 5.25 Fie T &erator compact si autoadjunct pe spatiul Hilbert
X. Atunci, fiecare A € o(T), A # 0 se afld in 0,(T), deci o,(T) C o(T) C
oo(T) U {0}.

Demonstratie. Pentru A € o(T'), A # 0 existd un §ir (Tn)n, ||Zn|| = 1 astfel
incat Az, — Tz, — 0. Deoarece T este compact, sirul (z,), contine un
subsir (z,),  astfel incat (T'z,/ ), este convergent. Atunci,

n n

1 1 :
T,y = X()\zn/ - Tz, )+ XTIn/

converge. F1e z limita sa. Cum ||z|| = 1 rezultd ci z # 0 si, deoarece
Az, — Tz, — 0, obtinem ci Az = Tz, adici X € o,(T).

Observatie. Cum spectrul oricirui operator compact definit pe un spatiu

de dimensiune infinitd contine numirul zero, teorema precedenti ne asigurd

cd dacd X este spatiu Hilbert de dimensiune infinitd si T € K(X) N A(X),
112

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



a(T) = 0,(T) L {0}.

Corclarul 5.26 Orice operator compact §i autoadjunct nenul pe un spatiu
Hilbert, T # 0, are cel putin o valoare proprie nenuld (3 A # 0, A € o,(T)).
Demonstratie. Deoarece T' # 0, ||T|| = max(|mr|, |Mr|) # 0, deci cel putin
unul dintre numerele my, Mr este diferit de zero. Conform Propozitiei 5.23,
mr, Mr € o(T), care, cu propozitia precedents este continut in o,(T) U (0).
Prin urmare, existd A € 0,(T), A # 0 () este oricare dintre numerele mr,
M7, cu conditia ca acesta si fie nenul).

Propozitia 5.27 Dacd T este operator compact, pentru orice valoare proprie
nenuld, A # 0, subspatiul vectorilor proprii corespunzdtori lui A\, Ker (\[—T)
are dimensiune finitd.

Demonstratie. Daci A # 0, Ker (\] —=T) = Ker (I — ;T). S&notdm T} = 1T
si N7 subspatiul inchis Ker (I — T;). Este clar ci operatorul T; este compact
si c& T1(N;) C N;. Dacd Bj este bila unitate in Ny, T1(B;) = B,. Deoarece
B, este mirginitd in X, T)(B,) = B este relativ compactd in X, deci in V;.
Deoarece bila unitate a spatiului liniar /V; este relativ compact, rezulti ci
N; este finit dimensional.

Vom prezenta acum unul dintre rezultatele fundamentale ale acestei secti-
uni, care realizeazi o descriere complet a spectrului unui operator compact
si autoadjunct definit pe un spatiu Hilbert.

Teorema 5.28 (Teorema Riesz-Schauder) Fie T operator compact §i au-
toadjunct pe spatiul Hilbert X. Atunci, spectrul lui T, o(T) este o multime
numdrabild, cu zero singurul posibil punct de acumulare; orice element nenul
A € o(T) este o valoare proprie de multiplicitate finitd (adicd, subspatiul vec-
torilor proprii corespunzdtori lui A\, Ker (A — T) are dimensiune finitd).
Demonstratie. Totul rezultd din Propozitiile 5.24, 5.25, 5.27.

Urmitorul rezultat este cunoscut sub numele de alternativa Fredholm .
Teorema 5.29 Fie T operator compact i autoadjunct pe spatiul Hilbert X
gi A € K\{0}. Atunci:

1) Daca A & 0,(T), ecuatia (A —T)x = z are solufie unicd pentru orice
ze X.

2) Dacd X € 0,(T), ecuatia (M —T)z = z are solutii dacd st numai dacd
z € (Ker(A — T))*.

Demonstratie. 1) Fie A # 0, A ¢ 0,(T"). Conform Propozitiei 5.25, A ¢ o(T'),
deci, AI — T este surjectiv si injectiv, ceea ce inseamni ci pentru orice z € X,
existd un element unic z € X astfel incat (A — T)z = z.

2) Fie A € 0,(T). In mod evident T(Ker (A\I — T)) C Ker (A] — T),

si, deoarece T este autoadjunct, T(Ker (M — T)%) C Ker (A — T)*. Sa
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considerdm T restrictia operatorului 7' la subspatiul Ker (A — T)*, Ty :
Ker (\I-T)* — Ker (\[-T)*. Daci A € o(T}), 3z, # 0, z, € Ker (A\[-T)*
astfel incat T'z, = Az,, deci z, € Ker (Al — T') (contradictie). Prin urmare
X ¢ o(Ty), sau, echivalent, AI — T} este inversabil pe Ker (Al — T), ceea
ce dovedeste ci Vz € (Ker (\ — T))*, 3z € (Ker (M — T))* astfel incat
(M — T)z = 2. Reciproc, dacd ecuatia (A — T)z = z are solutia z € X,
avem T = I, + T3 cu z, € Ker (\] — T), o € Ker (A = T)%. Atunci z =
(M = T)(z1 + z2) = (M — T)(x2) € Ker (\] - T)*.

In cele ce urmeazs, T este operator compact si autoadjunct pe spatiul
Hilbert X. Conform Teoremei Riesz-Schauder, multimea o,(T)\{0} este o
mul{ime numirabild nevidd. Prin urmare, ordonand-o, o putem considera
ca fiind girul (A,)n, in care o valoare proprie se va repeta de un numir de
ori egal cu multiplicitatea sa (dimensiunea subspatiului liniar al vectorilor
proprii corespunzitor ei). In fiecare astfel de subspatiu vom alege o baz
ortonormald. Cum, daci )\, # A, Ker (\,J —=T).L Ker (Al —T'), rezult} c4,
multimea formati din toate elementele bazelor ortonormale ale subspatiilor
de vectori proprii corespunzitori girului de valori proprii (A,)n, este un sir
ortonormal de vectori proprii, fie acesta (z,)n, Tn € Ker (Al —T), Vn €
N. Odati fixate notatiile, prezentim teorema de reprezentare spectrald a
operatorilor compacti si autoadjuncti.

Teorema 5.30 (Teorema Hilbert-Schmidt) Pentru orice z € X,

[o o]
Tx=Z)\n < I,Ip> In.

n=1

Demonstratie. S& notim cu Y subspatiul liniar generat de (z,),. Demon-
strim cd Y+ = Ker T.

- Incluziunea Ker T C Y1 este clari daci T este injectiv; in caz contrar,
0 € 0,(T), si deoarece A, # 0, Vn € N, rezultd Ker T L Ker (A I -T), Vn €
N, deci, Vz € Ker T este ortogonal pe Y, adici r € Y.

Pentru incluziunea inverss, notim mai inti ci, deoarece (z,), sunt toti
vectori proprii, T(Y) C Y, deci, T fiind autoadjunct, T(Y+) C Y. S con-
siderim T restrictia lui T la Y+, T, : Y+ — YL, Daci T} # 0, deoarece T}
este compact si autoadjunct pe spatiul Hilbert Y+, rezuitd, conform Coro-
larului 5.26, ci el are o valoare proprie A # 0. Prin urmare, existi z, € Y+,
Ty # 0 astfel incat Ty = Az,. Atunci, zy € Y NY?, gsideci Y NYL # {0}
(contradictie). Concluzionim ci T; = 0, adic¥ restrictia la Y1 a lui T este

114

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



operatorul nul, sau echivalent, Y+ C Ker T.

Atunci, orice z € X poate fi scris in mod unic ¢i z = z, + y, unde z, €
Ker T = Y1 siy €Y. In plus, deoarece (z,), este o multime ortonormal in
Y astfel incat inchiderea spatiului liniar generat de ea coincide cu Y, rezultx
ci (zn)n este o bazi ortonormald pentru spatiul Hilbert Y, prin urmare

[o o] oo
Y= <YUTn>Tn=) <I,Tn>Tn
n=1 n=1

Atunci,

o0 (o )
T:r=T(:ro+Z<$,a:n>:rn)=Tz,,+z<:1:,xn>Ta:n=

n=1 n=1

[0 o)
=ZAn<x,a:n > I,

n=1

Observatii 1. Dacd 0,(T)\{0} este infinitd, sirul numeric (A,), converge

la zero. Intr-adevir, in caz contrar, ar exista un subsir al siu Ap! 2o #
0. Deoarece (z,),’, sirul vectorilor proprii corespunzitori valorilor (A.),,
este sir mirginit, el contine un subsir (z,),» astfel incat T(z,») = A »z »
este convergent. Rezultd ci (z,~),~ este convergent (contradictie, deoarece
|Zn — Zml|| = V2). Cand X = K™, 0,(T) este finita.

2. Teorema precedentd arati ci orice operator compact §i autoadjunct pe
un spatiu Hilbert este diagonalizabil. In cazul particular al spatiului K™,
rezultd ci orice matrice hermitiani este diagonalizabili (scrierea unei matrici
in forma descrisi de teorema de mai sus fiind cunoscuts sub numele de forma
canonicd Jordan).
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Capitolul 6

Metode numerice pentru rezolvarea
sistemelor liniare

Fie A € £(K") o matrice, unde X este corpul numerelor reale sau corpul
numerelor complexe. Notam 4 =(a,),.,., - Pentru b=(d,),,., € K", se pune

1<j<n

problema determinarii unui vector x = (x,),,., € K", astfel incét

yoJ

(1) Ax=bo D ax =b,i=1n
J=1

Relatia (1) se numeste sistem de ecuatii liniare, determinat de matricea 4
sl x se numeste solutia sistemului (1).

Metodele de determinare a solutiei sistemului (1) se numesc metode de
rezolvare ale sistemului §i se impart in metode directe §1 metode iterative.

6.1 Metode directe

Metodele directe permit rezolvarea sistemului (1), obtinandu-se solutia
exactd a sistemului dupid un numdr finit de operatii elementare (adunare,
inmultire, impartire i radicind patratd), efectuate asupra elementelor lui 4 s &.
O metoda directd este mai buna cu cit numarul operatiilor elementare folosite
este mai mic, deoarece aceste operatii aduc erori de calcul §i de magina.

Metoda de rezolvare a sistemului (1), cu formulele lui Cramer, nu este
avantajoasd, deoarece se efectueazi un numir mare de operatii elementare.
Numarul total de operatii elementare folosit in rezolvarea unui sistem de »
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ecuatii §1 n necunoscute este 7 = (n+1)(nn!-1), deoarece pentru calculul unui
determinant sunt necesare (n— 1)n! inmultiri i #'—1 adunan.

6.1.1 Metoda lui Gauss a eliminérii

Metoda lui Gauss a elimindrii de rezolvare a sistemului (1), pentru care
det A # 0, constd in transformarea sistemului intr-un sistem echivalent, avand
matricea sistemului superior triunghiulard. Transformarea se realizeazid in n
pasi.

Primul pas constd in eliminarea necunoscutei x,, din ecuatiile
sistemului, incepand cu a doua, dupa ce se considera prima ecuatie, ecuatia care
are drept coeficient pentru x,, elementul al cdrui modul realizeaza maximul
modulelor elementelor din prima coloana a matricii 4. Acest element se numegte
pivot, iar linia corespunzatoare in matrice, /inie pivor.

Dupa permutarea ecuatiilor sistemului, acesta devine:

(0)

a,;’ | = max

1<j<n

(2) A(O)x b(0) A(O) — (a(O))IS(" : a.

1<jsn

©) _ (0
b (a1n+l)ls,<n,

al

Sistemul (2) se transformi astfel, prima ecuatie se imparte cu pivotul
a® #0, iar din celelalte ecuatii se elimind x,. Obtinem astfel un sistem
echivalent

My = pM- 4O _ (g B _ (D
(3) A b A (a )ISiSn ’b (aj’H-l )lsj<_n
1<j<n
unde
(©)
1
ay =La)) =—2:a =0,a” =al” -aa); j = 2n+Li=2n.

(0) -
1

Se permutd apoi ecuatiile sistemului, incepand cu a doua ecuatie, astfel
incat in matricea asociatd sistemului, elementul de pe pozitia (2,2), sd fie
elementul al carui modul realizeazd maximul modulelor elementelor din prima
coloani a matricii A®, incepind cu linia a doua.in continuare, se repetd
procedeul de eliminare a necunoscutei x, in sistemul format de ultimile »-1
ecuatii ale sistemului (3), a carui matrice e nesingulara, deoarece avem
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|det A|

IdetA“)‘ = 0)|

g

Prin recurentd la pasul £ >2 se obtine sistemul

(4) A(t)x - b(k);A(l) (a(t))lq . ,b(k) — (a(

1<j<n

Jn+1 )I<r<n

unde

al? =al'™Mi=1k-1j=1k-1

(k-1)

a(k) =1 a(k) __% k =0 a® = k) _ (k 1) (k)

(“),a =0,a,” =a, s j=k+Ln+li=k+1Ln

Dupid n pasi se obtine un sistem echivalent cu (1), avind matricea

superior triunghiulard, 4™ x =5 . Acest sistem se rezolvi, incepand cu ultima
ecuatie

n
—g™ o = g™ My =
(5) x,=alix, =ag - > a’x k=n-11.

nn+1>
Jj=k+1

Observam ca Idet Al ‘aw).. a |

Numirul de operatii elementare, folosit la trecerea de la matricea 4™
la AP este de n-k +1 impérir, (m-k+1)(n—-k) inmultiri si
(n—k +1)(n— k) aduniri. Numadrul total de operatii elementare este

4n® +9n* —7In
6

T=Z":(n—k+1)+2i(n—k+1)(n—k)+2i(n—k)=

unde 22 (n— k), reprezintd numarul operatiilor de adunare §i inmultire folosit
k=1

in rezolvarea sistemului triunghiular.

6.1.2 Metoda Cholesky

Fie AeL(C"), A=(a

y)lSl_n .
1<j<n
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Teorema 6.1 Sunt echivalente afirmatiile:
(i) Matricea A este autoadjuncta si pozitiv definitd in raport cu produsul scalar
euclidian.

(i) Matricea A este autoadjuncta si A, > 0,k = 1,n unde

ay ag
a a
2 2k
A, =
a1 Ay

(iii) Exista Be L(C"), B matrice inferior triunghiulard, nesingulard astfel
incdt A= BB’ .

Demonstratie. (i) = (ji). Se demonstreazi prin recurentd dupd »n. Pentru n = 1
2 .

avem (Ax,x)=a,|x">0,x=0. Prin urmare A,=a, >0. Presupunem

propozitia adevaratd pentru matrici de dimensiune #-1. Descompunem matricea

A —
A astfel: A=( ! y)’ unde y’ =(a a,,,). Matricea A4 _, este

y a “In>: 3 n-1n
x!
autoadjuncta. Pentru x = ( 0) eC",x'eC™ x'#0 avem

(Ax,x) >0 (A,,_,x',x') >0.
Prin urmare A este §i pozitiv definitd. Conform ipotezei de inductie
A, >0,k=1n-1. Dacd A4,,...,4, sunt valorile proprii ale lui 4 atunci
A, =24,..4,>0.(ii) = (iii). Se demonstreazi prin inductie completd dupi ».

Pentru n = 1 avem B = (b) = (,/a11 ). Presupunem propozitia adeviratid pentru

ici : ; . A,
matrici de dimensiune n-1. Descompunem matricea A astfel: 4= ( Y j ,

y a,
unde y° =(a_,,,,...,a,,_,,,). Matricea A4, , indeplineste conditiile din ipoteza.
Existd B, , €L(C"), inferior triunghiulard, nesingulard, astfel incat

. . B, 0 . i
A,, =B, B, . Construim B= ( 1 ) ,unde x eC""'. Matricea B satisface
x a

conditia din enunt daci demonstraim ci |a|2 =a,-y'A4_,"'y>0. Fie
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1 0
T:( -1 L J, unde I, ca(C™') este matricea identitate. Avem

A B}
TA :( " {} A j . Prin urmare detTA =detA4,_(a, -y A4,,"'y),
0 ann _y An—] y

deunde a, ~y*4, "'y = AA" >0.
n-1
@iif) = (i). Avem adevirate relatiile:
A" =(BB*)' =(B")'B"=BB" =4.

Pentru x € C",x # 0,(Ax,x) = (BB'x,x) = “B'x"2 >0.

Observatia 6.2 Descompunerea datd de Teorema 6. 1. nu este unicd.

Presupunem ca existd doud descompuneri pentru A in conditiile
teoremei: A= BB" = CC". Atunci C'B=C"(B")". Cum C'B este inferior
triunghiulard §i C°(B°)™' este superior triunghiulard, existd D o matrice
diagonala astfel incat C*'B=C"(B")" = D . De aici avem:

B=CD,C' =DB*,B°=D°C"si I =DD".
Prin urmare D este o matrice diagonala:

D=(€"84)1c,cn-t, €Rj=1n.

I1<k<n

b, O 0
. A b21 bzz 0 1.,
Observatia 6.3 Notdnd B, = ,k=1n, unde B, este
bkl bk2 bkk
matricea B din Teorema 6. 1., avem
A J—
© ul’ = Aslbul” =k =2n
k-1
Este suficient sd observam ci in conditiile Teoremei 6. 1. avem
all a12 alk
. a, a a —
A, =B,B ,unde 4, =] " % *lk=1n.
a, Ay Ay
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Atunci
det4, =detB, detB,” © A, =|b,|". |,
de unde relatiile (6).

k=1n

Observatia 6.4 Llementele unei matrici B din Teorema 6. 1. se determind prin
relatiile:

all .
b, = au;b,l :T,j =2,n
) i1 k 1 i-1 '
b, =|a; _Zlbik ’ ’bji = _—(aji _Zblkbik;j >ij=2,n
k=1 b, k=1
Relatiile se obtin prin identificarea elementelor in relatia 4 = BB".
Observam ca daca 4 € L2(R"), atunci Be L(R").
Metoda lui Cholesky

Acest algon'trh permite rezolvarea unui sistem (1), pentru care matricea
A este autoadjunctd §i pozitiv definitd. A rezolva sistemul Ax =5 este

echivalent cu a rezolva doud sisteme By = b, B"x = y, unul cu matrice inferior
triunghiulara, celdlat cu matrice superior triunghiulard, unde matricea B este

datd de Teorema 6.1. Rezolvarea unor astfel de sisteme este directd si implicd un
numir mic de operatii elemmentare.

Determindm numirul de operatii elementare necesar in rezolvarea unui
sistem cu metoda Cholesky.

Numirul de operatii elementare folosit in constructia lui B este de n

n(n-1)
2

radicali, impartiri, D (7 -i+1)(i —1)inmultiri §i tot atdtea adunari.

i=2

n
Pentru rezolvarea sistemului triunghiular avem nevoie de » impartiri, ) (1 -1)
i=1

inmultiri gi tot atdtea adundri. Numarul total de operatii elementare este:

_ n n 3 2
T=n+”—("—2i)+22(n—i+1)(i—1)+2n+4Z(n-i)=?”—”:’J
i=1 i=}
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6.2 Metode iterative

A rezolva sistemul (1) printr-o metoda iterativa inseamna a construi un
sir de vectori (x*), c K", care converge la solufia x € K" a sistemului
considerat. In acelasi timp este necesar si se evalueze o majorare a erorii
d, = "x—x"

iterativa este cu atat mai buna cu cét d, este mai mic.

,k>0, pe care o facem cind aproximim x cu x*. O metodi

6.2.1 Metoda Jacobi

Fie BeL(C"), beC". Metoda Jacobi este o metoda iterativi de
rezolvare a sistemului

® x—Bx=bh.

Pentru x° € C” considerdm girul
9 x*'=Bx* +b,k>0.
Sirul definit de (9) se numeste sirul Jacobi atasat sistemului (8).

Teorema 6. § Pentru orice b € C" sistemul (8) are solutie unica z §i pentru
orice x* €C" girul (9) converge cdtre z daca si numai dacd B* — 0.
In conditiile teoremei, eroarea se evalueaza prin
Lk >1
k=1,

00 | <ty e -5
a R

unde norma matricilor consideratd este norma aplicatiei liniare, subordonata
normei vectoriale, folosita in C" .

Demonstratie. Presupunem c@ pentru orice b €C" sistemul (8) are
solutie unicd. Luam b = 0. Sistemul x — Bx = 0 are solutia unicd z = 0. Pentru
orice x° eC” sirul (9) este x' =Bx"'=.=B*x". Conform ipotezei,
B*x® —» 0, pentru orice x° eC". Din Observatia 3. (3.3) avem B* 0.
Presupunem acum ci B* — 0. Prin metoda reducerii la absurd presupunem ci
I — B este singulard. Existda ve(C",v#0, astfel incat (/] -B)v=0<v=Bv.
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Iterand relatia avem v= B*v — 0, de unde v = 0. Contradictie. Pentru a arita
convergenta sirului (9) calculam

x* ~z=Bx*'+b-z=B(x""-2)

Iterand relatia avem x* — z= B*(x* - z) > 0.
Pentru evaluirile erorii calculim

(I-B)(x* -z)=x* -Bx* +Bz—z=x"-Bx* -b=x" - x""
xk _z:(I_B)fl(xk _xk+1)
x* —x*"' =B(x*"-x") = . =B*(x" - x")

de unde avem inegalititile

[¢* — 2| = ja -8y B x| <2 - B |- |B] - [x* ~ x|
[t —x* <B4 " - '] |

Observatia 6.6 Dacd |B|=q <1, Teorema 6. 5. se poate aplica, deoarece

“B * Il < q* — 0. Evaluarile erorii au forma:

a2 R RS
k
(13) “x" - z” Sqnx' - x°n,k >1
deoarece “(I B)” " —L.
1- ||B|| I-q

Observatia 6.7 Fie Ac€L(C"), A=(a;)\q<, Pentru d eC" consideram

1<j<n

sistemul Ax =d. Daca este indeplinitd relatia

(14) la,.,.|>Z|a,.j,'— >
=1

J=i
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sistemul x —Bx=bB=1-D"A4,b=D"'d, unde D este matricea diagonald a
lui A, este echivalent cu sistemul Ax = d §i conform Observatiei 6.6, sistemului
i se poate aplicaTeorema 6. 5.
n a'_
Este suficient sa observam ca|B| = max Z|—J| = q <1.(3.1, exemplul 4).
-

1<i<n

J=i
Observatia 6.8 Fie AcL(C"), A=(a,)\ye, - Pentru d eC" consideram
1<j<n

sistemul Ax =d. Dacd este indeplinitd relatia

(15) |al.,.| >i|au
i=1

izi

,j = 17n

sistemului x — Bx =d,B =1- AD™" ,unde D este matricea diagonald a lui A,
conform Observatiei 6.6, sistemului i se poate aplica Teorema 6. 5.
nla;
Este suficient sa observim ci |B| = max Zu =g <1.(3.1, exemplul 4).
i=1

1<j<n 2

' Ji
izy

Solutia z a sistemului Ax =d, se obtine din solutia z' a sistemului
x—Bx=d,prinrelatia z= D'z’

6.2.2 Metoda Gauss-Seidel

Fie B=(b,),,., € L(C"), be C". Metoda Gauss-Seidel este 0 metoda

1< /<n

iterativa de rezolvare a sistemulut

(16) x—Bx=5b
(0 0 0 0
b, 0 0 0
Notdm L=|b, b, 0 O{si R=B-L.
. 0 O
\bnl bn2 bnn—l O)
Avem
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x—-Bx=box-(L+R)x=box-(I-L)Y'Rx=(I-L)"'b.
Notaim Q=(-L)'R §i c¢=(I-L)"'b. Metoda Jacobi aplicatd
sistemului x — Ox = ¢ este metoda Gauss-Seidel. Sirul Jacobi in aceastd situatie
este

(17) =0 +ck>1cu x° eC”.

Pe componente acest §ir se scrie

i-1 n —_—
(18) x! =Y bx; +> bx" +bi=1n.
j=1 j=i
Notam
n i-1 n -
(19) 4= 2 b, ba. = 2 |byla, + 2Jb,li =2 5 g = maxq,.
= i1 J= ==

Teorema 6.9 Dacad q <1 atunci pentru orice b € C" sistemul (16) are solutie

unicd z §i sirul (17) converge la z pentru orice x° € C" . Evaludrile erorii sunt
date de relatiile

@) R I e IS SR Y
Demonstratie. Vom arita ca ||Q||m < g <1. Apoi se va aplica Observatia 6.7 ,Fie

x €C". Avem
y=0Oxoy=(U-L)'Axo(U-Ly=Rcoy=Ly+Rx.
Ultima relatie pe componente are forma:

n i-1 n L
M = Zbu'xj;y,- = Zb,-jyj +Zb,.jxj,i =2.n.
J=1 j=| j=i

Demonstram prin metoda inductiei complete ca Iy,| <q, ||x i=Ln.

Lo’
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Avem |y|| sznlib, , Nx | <alx]. - Pentru i fixat, i<n, presupunem adevirate
J=1

relatiile lyjl <q,|x..j=1i-1. Apoi

i-1 n i-1 n
il < Z;lby ][y,| t Zlb.-j “le < Zl|bu lq1||x||m + Zlbfj |"x||ao <q,[d. -
J= J=i Jj= J=i

Prin urmare avem Qx| = |¥|. <4|x|, - Din definitia normei |Q] <q.

Teorema 6.10 Dacd elementele matricii B satisfac conditiile

21) Z":|by.|sl;i|by.|<l;i=1,n
J=1 j=i

atunci pentru orice b eC" sistemul (16) are solutie unica z gi girul (17)
converge la z pentru orice x° €C" . Evaludrile erorii sunt date de relatiile

k
@2) S R L e LR

Vom considera pentru y° € C" sirul Jacobi
y*' = By* +b,k 2 0.

In condiiile (21) y* — z i avem evaludrile erorii

@ bt A, <fo-m| > <o

b e

Demonstratie. Vom demonstra prin metoda inductiei relatiile g, <1, =1,n.

Avem q, = Z|b, fl < 1. Pentru i fixat, i < n, presupunem adevarate relatiile
=1

g, <Lj=1i-1.
Apoi avem:
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i--1 n (-1 n
q, =§'b0|qj +§|b,.j| sé]b,]h;lby] <1.
Daci Z":‘bu| =1 s Zn:‘by.l <1 avem i'bu‘ > 0. Prin urmare exista

=1 =i =1

Jo €fl,..,i— l}J, astfel incat b;o # 0. Atunci averjn
i-1 n n n

q, = Z|b,.,.|qj +|b,.|a., +Z|b,j| < Z|b,.j|+|b% g, <)_“1|b,.j\ <1.

= J=i J= J=

j=1
JZJo J*Je

Se aplica acum Teorema 6.9. Pentru a doua parte a teoremei vom demonstra

relatia [B”]| <gq.Fie x €C" §i v* = B*x,k =1,n. Demonstrim prin metoda

inductiei matematice, dupa & relatia |vﬂ <q,|x..j=Lkk=1n. Avem
‘v," < Zn:|b, ; ||x j| < g,||x|, - Presupunem acum ]vfl <q|_.j=Lkk<n.
=1

Pentru j =1,k +1 avem:

b= |- v, |- B,
=1

j-1 n
<2leufa. . + 2.5,
s=1 s=F

Jj-1 n
k k
< 2]+ Zlevi <
=1 5= 5

k . k+l & -
Cu [B*x], <|BlLI. <[.. obtinem [v}*!|< Q;Ib,s . + 2 [0, pld =, [4..
5= 5=j

Prin urmare pentru £ = n avem 'v;'I <q, ||x”m,j = l,—n,

"B”v" < max
™ 1<jsn

vj"l <qlx]_si "B""m <q.

Pentru & > n existd p,r € N, astfel incat Xk =np +r. Avem

B =@yE. |8 <l e, <[El <a”
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k hl
de unde ”B" o< q["J — 0. Aplicam apoi Teorema 6. 5 st obtinem rezultatul.

6.2.3 Metoda re!axﬁrii simultane

Consideram sistemul

(24) Ax=b;, AcL(C"), A=(a;) ., ;0€6C b =(b,)c,s

1<j<n
unde 4 este o matrice autoadjuncta si pozitiv definita.

Fie D o matrice diagonala avand pe diagonald elementele matricii 4 §i
o € R\ {0} . Sistemul (24) este echivalent cu

(25) x-B,x=b,
unde B, =/ -oD7"'4,b, =oD7'b.
Sirul Jacobi atagat sistemului (25) este

(26) x* =B x*"'+b, ,x° €C".

Pe componente girul (26) are forma

(e}

1 b
27 xf=——Yax+(-o)x " +oL,i=1
a a;

i j=1
J=i

n

>

Cu ajutorul produsului scalar euclidian din C” introducem un nou
produs scalar (x,y) =(Dx,y),x,y €C", cruia ii corespunde norma:

i, =l eC”

Teorema 6. 11 Pentru orice x, €C", sirul (26) converge cadtre solutia z a

. : . : . 2 .
sistemului (24), daca §i numai daca 0 <o <-—, unde A, este cea mai mare
1

valoare proprie a lui D' A. Evaluarea erorii este datd de:
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k
@) A R I L B

unde q = l%a<);1|l—a/1,.| iar {A,,...,A,} sunt valoriile proprii ale lui D' A.

Demonstratie. Observim ci det 4 > 0, deoarece matricea A este autoadjuncta si
pozitiv definitd. Astfel sistemul (24) are solutie unicd. Avem

<D"Ax,y>D =(Ax,y)=(x,4y) = <x,D"Ay>D,x,y eC"
<D"Ax,x>D =(Ax,x)>0,x eC",x=0.

Prin urmare D'A4 este autoadjunctid si poztiv definitd in raport cu
produsul scalar indexat cu D. Valorile proprii ale lui D4 le ordonim astfel
A, 2.2 4,>0. Existd o bazd {u,,...,u,}alui C" formata din vectorii proprii
ai lui D'A4 astfel incat (”.—:“,—)D =6 ,D7Au, = Au,,i, j=1,n.(Teorema 5. 30,
Observatia 2).

Matricea B, are ca valori proprii {l-04,,i = 1,n}, corespunzitoare

R

vectorilor proprii {u,i=1n}. Vom demonstra ci |B,|, =¢. Pentru

n
xeC",x=) xu, avem
i=1

n n

B+, = (B,x.B,x), =23 %.x,(B,u.B,u,), =

i=1 j=1
<q’[,

n 2

=33 x,x,(1- 64, X1 —a].,)(u,.,uj)D = Z":(l—crﬂ,,.)’|x,.
=1 1

i=t j i=

Prin urmare |B,| <gq. Dar [1-o4,|<|B,

D,izl,—n, de unde si

g<|B,|, Daci 0<o< % atunci |B, |, =g <1 si se aplici Observaia 6. 6.

1

Reciproc. Dacd o<0 sau o2 atunci pentru orice k2>1,

2
A,
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Btu, =(1-0A,) u,. Prin urmare "Bc‘;’u,“l):|l—alllkzl si (Blu), nu

converge la 0. Conform Teoremei 6. 5, girul (27) este divergent.

Observatia 6. 12 Valoarea proprie A, este greu de calculat. Deoarece

|, putem alege o e(O,L), unde am folosit o norma

D"A“

A <|D4

operatoriald pentru D' A.

Observatia 6. 13 Valoarea optimad pentru o, este cea care realizeaza minimul
pentru q = ]r%aéxnll —0A,|= max(l-04,|,|1-04,]). Aceastd valoare este

A -4
A, +2

o= , cdreia ii corespunde q =

n n

6.2.4 Metoda relaxirii succesive
Consideram sistemul

(29) Ax=b;, AcL(C"), A=(a;),c, ;06 €C";6=(b,) 1 5cps

1<jsn

unde 4 este o matrice autoadjuncti §i pozitiv definitd. Notim

(0 0 0 0) (a,, © 0 0 )
a, O 0 O 0 a, 0 0
L=|a, a, 0 0/;,D={0 0 0 0
0 0 a, 1n 0

\a, @, 4, O 0 0 0 a,)

si R=A—-L-D.Consideram o > 0. Sistemul (29) este echivalent cu

(30) x-C,x=d,

unde C, = (AD+ L)' (L-1)D-R) sid, = (L D+ L)'
o (¢2 [o2
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Sirul Jacobi atagat sistemului (30) este

(31) x* =Cx""'+d, ,x° eC".

Pe componente sirul (31) are forma

n
k_ i1 O i1, O
x; =(1-0)x, ————Z a,x; = +—
11 j=2 a,

o i-1 n Ob N
X\ = (-0 - —(Qayx) + Yax )+ —=i=2n.

i j=1 J=i+l it

Propozitia 6. 14 Pentru orice o >0,.raza spectrald a matricii C_, este mai

mare sau egald cu [1- o]

Demonstratie. Fie p raza spectrald a lui C,_ . Dacé x,,...,x, sunt valorile proprii
A
= |det Cal. Dar

ale lui C, avem p" >|x|..|x,

detC, = det(~D+ L)' det((~ - 1)D~ R) = (— det D) (=~ 1)" det D = (1- 5)"
o o o o

deunde p2|1-d].

Teorema 6. 15 Considerdam o matrice A nesingulard, autoadjuncta, astfel incdt
matricea A se descompune in diferenta a doud matrici, A= M — N, unde M

este inversabild si M" + N este pozitiv definitd. Sunt echivalente:
(i) A pozitiv definita,
@) (M'NY > 0.

Demonstratie. (i) = (ii). Introducem un nou produs scalar pe C" cu ajutorul
matricii 4 si a produsului scalar euclidian (x,y) =(4x,y),x,y €C"caruia ii

corespunde norma ||, = \/(x,x) ,x €C". Pentru x €C"\{0} calculim

"M"Nx“i =AM~ Nx, M~ Nx) = (AM ™ (M - A)x,M™"(M - A)x) =
= (Ax - AM™ Ax,x - M Ax)
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Notam y = M ' Ax i avem

HM"Nx": = (Ax - Ay, x - y) = (Ax,x) - (Ay,x) - (4x,y) +(4y,y) =
=[x, — (. M)~ (My.y) + (Ap.p) =[x, (M + M- A)y,y) =
= [l = (M + Nyy.y) <o

Prin urmare ”M"quA <1, care implici (M'N)* > 0.

(i) = (i). Notaim E = M'N . Din ipotezi E* -0 s5i (E*)* > 0. Definim
matricea F astfel:

F=A-EAE=(M"A) (M+M - HOM'A=(M"4)' (M" + N)M 4.

Matricea F este autoadjuncti §i poztiv definiti, deoarece F =F" si
pentru x eC"\ {0}, y = M 'Ax # 0 avem (Fx,x) = ((M' + N)y,y) > 0.

n-1
Matricea 4 se poate scrie astfel 4=F +Y (E")' FE* +(E")" AE".

k=1

Folosim ipoteza A= F +» (E")" FE*. Prin urmare, pentru x € C" \ {0}
k=1

(4x,x) = (Fx,x) +f:((E‘)*FE*x,x) = (Fx,x) +i<FE'x,E'x> >0.

k=1 k=1

Teorema 6. 16 Pentru orice x, € C", sirul (31) converge cdtre solutia z a
sistemului (29), dacd si numai dacd 0 < o <2 . Evaluarea erorii este datdi de

[ 4
62) b =al, s 7t -] s T -+
unde q= ||Ccr IIA, norma operatoriala indusd de norma vectoriald
"xI]A = J{4x,x),x eC".

Pentru O0<o <1 metoda se numegste metoda subrelaxdrii, pentru
l<o <2 metoda se numeste metoda suprarelaxdrii iar pentru o =1 se
regdseste metoda Gauss-Seidel.
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Demonstratie. Fie 0 <o <2. Folosim pentru inceput Teorema 6. 15. Punem

leD+Lsi N:(l—l)D—R. Atunci M'+N:2_—0D si M+ N
o

o o
.. . . . 2-

este pozitiv definitd dacd §i numai dacd .000¢€ (0,2). Cum
o

C,=M"'N avem ¢=|C,|, <1. Aplicim acum Teorema lui Jacobi si

Observatia 6.6.
Dacd o ¢(0,2), conform Propozitiei 6.14, raza spectrald p a matricii

C

o2

satisface relatia p2|1—a| >1 si prin urmare (C¥), nu converge la 0.

Folosind acum Teorema 6. 5, sirul (31) nu este convergent la solufia z a
sistemului (29).

6.3 Metode de determinare a valorilor si vectorilor
proprii

Fie Ae(K"), o matrice autoadjuncti. Ordonam valorile proprii
Apdy,nd,aleluid: A, 24,224 .

Propozitia 6. 17 Este adevarata relatia

(4x.x)

—,J=Ln

33 A =mi

unde Q) este multimea subspatiilor lui K" de dimensiune n— j +1.

Demonstratie. Fie {u,,...,u_}baza ortonormali a lui K", formata din vectorii
” 1 n

proprii ai matri)gii A. (Teorema 5.30, Observatia 2). Avem Au, =Au,,i=1n.

| I 4

Fie M, subspatiul lui K" generat de {u,,.,u,} Pentru xeM,x=0,

n
X =) x,u, avem
k=

(Ax,x) Zl"|x‘12 <Au. u )

_ k= : >
”x|2 =— X <4, s =4
2 x| J,

k=7
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Prin urmare max (Ax,x)

= A ,. Pentru a demonstra propozitia este suficient si

e
(4x,%) | | |
demonstrdm cd min max >A,. Consideram M €Q, si N, subspatiul
MeQ; xeM "x"

lui K" generat de {u,.,u;}. Avem MnN,#{0}. Pentru

J 02
(Axx) 2]

X, eMAN,,x, = Zj:x?u,. avem = > A,. Prin urmare
' x| > Jef
(Ax x) >, si minm (Ax x) >2A,.
xeM MeQ; :i{)u

Propozitia 6. 18 Fie A,Bc L(K"), doud matricii autoadjuncte. Valorile
proprii ale lui A sunt A,A,,...,A , cu ordonarea urmatoare A,> 2, 2.2 A ,.
Valorile proprii ale lui B sumt u ,u,,..,u,, cu ordonarea urmdloare
M2 p, 2.2 u,. Atunci

(34) A, - u|<]4-B), <

unde norma folosita este orice normd operatoriald.

Demonstra;ie. Consideram M €Q , x e M,x # 0. Avem
Ax,x Bx,x) ((A-B)x,x By.y
(4rx) (Bry) | ) e 4.

I W b

(Ax x) (By y) " B"
=
)lj < H, +'"’4 13”2'

Se stie ca |4~ B, <||4 - B| pentru orice normé operatoriali.

De aici

Observatia 6.19 Fie A,BeLl(K"), A=) § B=B)e,- In

1<jsn I<j<n
conditiile Propozitiei 6. 18 avem:
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non 1 —_
(35) 4, - <X a, -8, ) =1

i=1 j=1
Este suficient sa constatdm ca este adevdratd relatia "A - B|| , S "A - B" - Unde

n n 1
4], =03 lau ‘)5 este norma Frobenius.

i=1 j=1

6.3.1 Metoda Jacobi

Aceastd metodd determind valorile propri ale unei matrici 4 reale,
simetrice de dimensiune n, printr-un proces recurent. Se folosesc rotatii pentru a
transforma matricea datd in matrici asemenea, matrici care au aceleasi valori
proprii.

Consideram o,7 €{l,...,n},0 <7 §i @ € R. O rotatie de unghi 8 € R
corespunzitoare lui o, 7 este o matrice7 € £L(R"), definita astfel

T, =1+(cos@-1E_, +E, )-sinbE,  +sinbE
unde E, = (6,6 ) icte, . Avem det 7, =15 T,.' =T,
1<p<n
Fie A=(a,),, € £ (R") o matrice simetrici Construim

1<j<n
B=T,'AT,. Daci notim B= (b)), T, = (¢ )y, clementele lui B se
1<j<n 1<j<n
calculeazi din relatiile b, =) t;7> a, 17 i =1,m,j=1n. Prin calcul direct
k=1 =1
avem

b,.j =a,,i#0,7,]#0,7
b,=b,=a,cos0+a, sinb,j+o0,7

b,=b,=-a,sinf+a, cosb,j*o,r
b, =a, cos’@+a_sin20+a_ sin’ 6
b =a_cos’@—-a_sin20+a_ sin’ 6

T

b,=b,=a, c0520+%(a” -a_ )sin26.

Matricea B este asemenea cu A4.
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Notim |4|=|4 - D,|,., unde D, este matricea diagonald, care are pe
diagonali elementele matricii 4.

Propozitia 6. 20 /n notatiile de mai sus avem

(36) |B]" = |4]" +2(82. -a%).

o7

Demonstratie. Este suficient sa observam relatia
B> =T AT, T'AT,_=T_A’T,_.

De aici urma celor doud matrici este aceiasi. Avem
|8’ +Z":b,f = |4 +Z":a,f o |B = |4 +a?, +a? ~bZ -b2 .
=1 i=1

Prin calcul direct a2 +a?, ~b2 b2 =2(b2, —a’), de unde relatia (36).
Algoritmul Jacobi

in conditiile de mai sus, daci alegem @ astfel incit b_ =0 avem

|B| <|A|. Aceasti alegere se poate face astfel:
2a /4

a_ #a_ 1g20=——"=_ |8 <=
~ £ a, - ¢ 4

Ir ? 2
a!f

oo

V4
a,=a,;0= 2
Consideratiile teoretice formulate anterior ne conduc la construirea unui
sir de matrici asemenea
(Am)mzo’ Am = (a{’ln)l.\’.lsn

1<j<n

A=A, A, =T AT

m'ogT,,

= max
1<i<n
1<j<n
izy

unde o, <7, sunt alese astfel incit ’a;’_,_

a,;") si @, este ales astfel

incat a™' =0.

T,
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Teorema 6.21 Fie A, >.>A, valorile proprii ale matricii A §i

a’ >2a; 2..2a, elementele diagonale ale matricii A,, ordonate dupd
marime. Atunci

j=Ln

|/1_, —aj"l < |Am| < q"’|A

2 1
unde q =(1-——)*.
n-—-n

Demonstratie. Prima parte a inegalititii se obtine din Observatia 6. 19.
Pentru a doua parte este suficient sd observidm cé sunt adevarate relatiile

|A,,,|2 <(n’-ma;,

2
n-n

2

lAm+l : = |Am ) -

~2a2 . <|4,/'(-

Omlm

De aici avem |4,|<q|4, ,|<..<q"4].

Observatia 6.22 Valorile proprii, in conditiile Teoremei 6. 21, se obtin ca limita
unor siruri numerice

A, =limal, j=1n.

>
m—»w

Vom da un exemplu mai jos in care valorile proprii se obtin exact.

a b c d
. b a d c . }
Exemplu. Fie 4 = o matrice cu elemente reale. Cu ajutorul
c d a b
d ¢ b a

algoritmului Jacobi, dupd un numar de cel mult 4 pasi se obtine o matrice
diagonal3, care pe diagonald are valorile proprii
Ay=a+b+c+d;A,=a-b+c-d;A, =a+b-c-d;A,=a-b-c+d.

6.3.2 Metoda Givens
Aceastd metoda urmiregste transformarea unei matrici 4 reale, simetrice,
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de dimensiune », intr-o matrice tridiagonald, asemenea cu A. Se folosesc
transformdri ortogonale elementare.
Considerdam indicii o,7 €{l,...,n},0 <7. O transformare ortogonala

corespunzatoare pozitiilor o,z este o matrice 7, € £L(R"), definita astfel
T,=1+(c-IWE, +E, )-sE  +sE_

unde £, = (6,6 ,) 4., §i s +¢’ =1. Avem det7, =1si I ' =T,

ot
1<p<n

Fie 4=(a,),..., €L(R"), matrice simetrica. Construim B=T, 'AT, .
1<j<n

Daca notam B = (b,),.,., , elementele lui B se calculeaza astfel:

1<j<n

b,=a,izo,r,j*0,1
b,=b,=ca,+sa,,jro,7

b,=b,=ca,-sa,jzo,7
2 , 2
b, =ca, +2sa_ +sa,
_ a2 2
b,=ca, -2csa_ +sa,,

b =b_,=a_(c-s")+cs(a, ~a,,).

Construim matricea B astfel incét elementul de pe pozitia (o —1,7) sa se
anuleze, b

o; =Ca, . —sa,, =0.Dacd b, nu este nul este suficient si
alegem c, s astfel

(37) c= aa—la s = o-lt

a’_ _+a’ a’_ _+a’

o-lo o-1r o-lo o-1t

Pentru a ajunge la o matrice tridiagonald sint suficiente cel mult
(n—1)(n-2)/2 de transformiri ortogonale, pe care le aplicim succesiv.

6.3.3 Metoda bisectiei

Fie P(x)=) ax',a, eR,i= 0,n,a, #0, un polinom de grad n, cu
=0
coeficienti reali. Numim gir Sturm atagat polinomului P un sir de polinoame cu
coeficienti reali { p,,...,p, }, cu p, = P, care satisface conditiile:
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(i) P, nu are radacini multiple reale;

(if) Pentru a € R, astfel incdt p,(a) =0 avem signp,(a) = —signpol(a) ;
(#if) Pentru @ € R, astfel incat p,(a)=0,i = 1,m—1 avem pi.(a)p, (a)<0;
(iv) p,, nu are radacini reale.

Construim o functie ii R — Z, pe care o numim indice, care asociazi
fiecarui punct a € R, valoarea i(a) care reprezintid numdrul variatiilor de semn
in sirul {p,(@),...,p, (a)}. Dacd apar zerouri in gir se inlituri si se numara
variatiile de semn in girul de numere ramas.

Propozifia 6.23 Fie p,,...,p, sirul Sturm asociat polinomului P. Numdrul
raddcinilor reale ale polinomului P in intervalul [a,b) este i(b) - i(a).

Demonstratie. Fie a € R astfel incat p,(a)=0. Atunci p, (a)p,(a) #0. Fie

h> 0, h suficient de mic astfel incdt p, ,p, nu se anuleazi pe [a —h,a + h] si

P, nu se anuleazd pe [a—h,a+h]\{a}. Varatia semnelor primelor doud
polinoame se citeste in tablourile urmatoare

xy a-h a a+h xI a-h a a+h

Po - 0 + Do + 0 -

P T - - P ’ + +
P, (@)>0 P, (@) <0

Céand se trece peste o radacind a lui p,, apare o variatie de semn pe primele
doud locun in sirul Sturm pe intervalul [@ — h,a + h].

Fie @ €R astfel incit p,(a@)=0,i=1,m—1. Atunci pi,(a@)p...(a) <0. Fie
h> 0, h suficient de mic astfel incat p, ,, p,., nu se anuleazi pe [a —h,a + h]
si p, nu se anuleazd pe [a@ —h,a +h]\{a}. Variatia semnelor primelor doua
polinoame se citeste in tablourile urmatoare

x| a-h a a+h x |la-h a a+h
pivlﬂ - - - P,--l + +

py - 0 + p| - 0 4
pi+l + + + p,'+1 - - -
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x| a-h a a+h x |a-h a a+h
pl—l - - - px-l + + +
pi + O - pl + 0 -
pi+l + + pi+l - - -

Numarul variatiilor de semn nu se modificad in tripletul p,_ (2), p, (1), p,.,(?)
pentru 7 €[a —h,a +h]. Demonstratia este incheiatd dacd observim cd atita

timp cit polinoamele din sir nu se anuleazi indicele este constant, datoritd
continuitdtii functiilor polinomiale.

Metoda bisectiei
Fie A o matrice tridiagonald, reald i simetrica
(a, b, 0 0)
b, a, b, 0
A=\ . cub, ..b, #0.
0 .. b
0 N Y
Notim p, (x) = det(4, — xI,),k = 1,n, unde
(a, b, O 0)
b, a, b, 0
A, = :
0 .. b,
LO b, a,)

si I, este matricea identitate de dimensiune k. Observam cd p, este polinomul
caracteristic al matricii 4. Intre aceste polinoame existi relatiile

(38) Pea(®) =@, —x)p,(x)- b:pk—l(x)ak =lLn-1,
unde p,(x)=1.

Teorema 6. 24 Sunt adevarate afirmatiile
(7) Polinomul p, este de grad k si lim p,(x) =4,k = 1,n,

(ii) Pentru orice
Pia(@)p, () <0,

a R, astfel incit p,(a)=0,k=1n-1

avem

140

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(iii) Radacinile polinoamelor p, .k = 1,n sunt reale si distincte,

(iv) Polinoamele {p,,...,p,} formeazd un sir Sturm asociat lui p_,

(v) Pentru orice a € R, i(a) este numdrul valorilor proprii ale lui A mai mici
decdt a .

Demonstratie.(i) Este suficient si observim ci p, (x) = (-1)* x* +.. +det 4, .
(i) Rezultd imediat din relatia (38).(iii)) Fie x/ <x, <..<x;, radicinile

- fw * *

si p,_, satisfac relatia

xf<xf'<xt<xfl< <xp) <xf
Demonstram afirmatia prin inductie matematica. Pentru & =1 afirmatia rezulta
imediat. Presupunem afirmatia adevidrata pentru k¥ gi demonstrim pentru £ + 1.
Avem din relattile (38)

pku(x; )P (x:n) = b:pk—l (x: )Py, (x;u) <0,j=Lk-1

Pea(x)) =-b;p, (%)), Pea(xy) =-b;p(x))-
lim p, (x) = +0,k 21 lim p,(x) = (-1)* 0,k 1.

k+1
J+1

lim p, (x) >0,k > 1, respectiv lim p, (x),k >1 are semnul (~1)* . Avem astfel

* x*.) astfel incit p,,,(x!/)=0,j=1k—1. Dar

Prin urmare exista x J X j+1

e(x

lim p,,,(X)p,.,(x) <0 si lim p, (x)p,.,(x) <0. De aici rezultd ca existd
Xt e (—o0,x}) §i Xl e(x} 4o0) astfel incit p,,, (x"') = p., (x;5) = 0. (V)
Este suficient si observim ca prima conditie din definifia girului Sturm este
indeplinita. Avem

P, (x7)<0,p, ,(x)>0, pentru i impar,
p, (x')>0,p, ,(x') <0 pentrui par.

(v) Pentru a<x; avem i(a)=0. Folosind acum Propozitia 6.23. obtinem
rezultatul.

Algoritmul bisectiei

Vom considera un interval (a,,b,)care confine toate valorile proprii ale
lui A. Spre exemplu a, = —(|4], +1),5, = |4]_ +1.

Valorile proprii ale lui 4 sunt x]' <x; <...<x. .Fie k €{l,...,n} .
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a, +b,

Vrem si determindm valoarea proprie x;. Consideram A4, = . Daca

i(A,)<k-1 construim a,=A4,b =5, Dacd i(4,)>k construim
b, = A,;a, = a, . Intervalul (a,,b,) contine valoarea proprie x; . Iterind aceastd
constructie, obtmem un s§ir de intervale {(a,,b)},.., cu propretitile

i(a)<k-1,i(8)>k. Notim 1,,, = 2 ;b"

Dacd i(4,,,)< k-1 vom construi.a,,, =4 ,,;b,,, =b,. Daca i(4,,,) 2 k vom
construi b, =4 ,,;a,,, =a, Intervalul (a;,b;) contine valoarea proprie x; si
2,0 -xi| s 2

Teorema 6. 25 Fie x € R, valoare proprie pentru matricea A. Definim
oy DR |

| =

» Vi T ’ :2’7”
b,b,...b,

unde {p,} ..., sunt polinoamele definite de relatiile (38). Atunci v=(v,,...,v,»
este vector propriu corespunzdtor valorii proprii x.

v

Demonstratie. Este suficient si observam ci v = (v,,...,v,) satisface relatiile
(a,—x)v, +b,v, =0
b,v, +(a, -x)v, +bv, =0

4+(@ —-x)y, +b, v, =0
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Capitolul 7

Metode numerice pentru rezolvarea
sistemelor neliniare

Teoremele care demonstreaza existenta solutiilor unor sisteme de ecuatii,
nu conduc in general la obtinerea unui algoritm de calculare a acestora.

Fie G o multime din R".
Metodele ce urmeazid permit aproximarea solutiilor unor sisteme de
forma:

(1) F(x)=0,F-G—>R".

7.1 Metoda contractiei

Fie (F,
O aplicatie g £ — E'se numeste contractie, daci existda q €(0,1) C R
astfel incat

) un spatiu normat.

@) letx) - g0 < gl -

pentru orice x,y € E'. Numarul q se numeste constanta de contractie.
Observam cé o contractie este o functie uniform continua.

Teorema 7.1 (Principiul contractiilor). Fie (E,

") un spatiu Banach i
g E — E o contractie cu constanta de contractie q. Atunci:
(i) Exista i este unic z € E, astfel incdt g(z) =z.
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(ii) Pentru orice x° € E, girul (x*),.,, definit prinx*"' = g(x*),k >0 este
convergent la z.
(iii) Pentru orice k > 1 avem

k
et =A< Tt -l s Tl -

Demonstratie. (i), (ii). Vom arita ci sirul (x*),,, este sir Cauchy. Din
proprietatea contractiei avem

"x‘t - x'n = "g(x"")—— g(x"! )" < q"x"‘1 - x"'",k >1,/>1.

De aici prin recurentd avem

k+1

- k- k-2 k 1
x —x""Sq"x"—x’ 'Uquux '—x ||s...Sq|x

x*p —x"”s x |+"x‘”"'l —x“”‘2"+ A4 —x"",kzl,pzl

- x°",k >1

k+ k+p—i
P_x P

R o R F

x°",k21,p21.

Deoarece ¢ ———0, sirul (x*),,, este sir Cauchy in E. Prin urmare exista

zeE, astfel incdt x* ———>z. Trecind la limitd in definitia recurenti a
sirului avem g(z) = z. Pentru a demonstra unicitatea punctului z, presupunem
prin reducere la absurd ci existd z' € E,z’ # z, astfel incat g(z') = z’'. Avem

- 2| = |e(2) - gz < gllz - '] <z - ]
ceea ce reprezintd o contradictie. (5ii).Pentru k > 1,p >0, avem

||xk+p _xk"S "xk+p _xk+p—l”+ xt+p—1 _ k+p 2

AR A B

Sq(l+...+q'”)"x" —x“"Sﬁ"x —x""nsl—_—(;"x —x°"

Trecédnd la limitd dupd p in relatia de mai jos
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R R SRt EE SRy

obtinem (iii).

Observatia 7.2 Teorema 7.1 este adevdaratd, dacd multimea E c R" este o
mulfime inchisd §i g. E — E este o contracfie cu constanta de contractie q.

Propozitia 7.3 Fie r>0,ce€R" §i multimea E o sferd inchisa inR",
E=B(c,r)= {xix eR’,

Daca g E — K" are proprietatea, existd q €(0,1), astfel incdt pentru orice
x,y € E avem

X—C

|<r}, unde am folosit inR" o norma arbitrara.

lg(x) - g0l < gl - ¥

le@) ~d<a-q)
Atunci avem relatia g(E)C E.

Demonstratie. Pentru orice x € E avem
le() - <|etx) - g)] +|g@-d < gl -+ -g)r <gr+(1-g)r=r
ceea ce demonstreazi propozitia.

Vom considera in R” produsul scalar euclidian. Consideram o aplicatie
f:Ec R" - R" strict monotond, ceea ce inseamna cd existd u > 0 astfel incat
pentru orice x,y € £ avem proprietatea

2
>

(f)-fO)x-)) = yx -y

unde norma este cea indusd de produsul scalar. Presupunem ca aplicatia este si
lipschitziand, ceea ce inseamnd c3 existd L >0 astfel incdt pentru orice
x,y € E avem proprietatea

Lf@ - o)< Lx- 5.

Construim pentru constanta o > 0 aplicatia

g§E-R, g(x)=x-of (x).
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Pentru orice x,y € E avem

le() - g’ = (x—af () -y +of B).x - af (x) - y + of (1)) =
== —a(f(x)—f(y),x—y)—a(x—y,f(x)—f(y))+02||f(x)—f(y)"2 <
< (1—20',u+c:2L2)"x—y“2

Aplicatia g este lipschitziana.

Fie mR, - R,m(o) = \/ 1-20u+0’I’ . Functia g este contractie

2
pentru valorile o e(0,2—'u).Valoarea de minim a lui m este 41—~ pentru
r I

H

o = —-. Sd observdm ci pentru x,y € £ avem
LZ

2
H

e~y <(F )= FONx -y <|F @) - f O -y < L - ¥

deunde ux-y|<|f(x)-fO)|<Lx-)|.

Teorema 7.4 Fie c e R",r >0 §i E = B(c,r). Consideram in notatiile de mai

sus functia f strict monotond gi lipschitziand cu condifia || f (c)" < % . Alegem

o€ (O,{z—) . Atunci :

(i) Exista si este unic z € E astfel incdt f(z)=0.

(i) Pentru orice x° € E, sirul (x*),,,, definit prin
' =xt —of (x*),k=0

este convergent la z.

(iit) Pentru orice k > 1 avem

“xn _ z” < "f(x k)”
u

S
H

unde q:\/1—2c7p+0'2L2 .

Demonstratie.(i),(ii). Functia g E — R",g(x) = x — of (x) este o contracfie, cu
constanta de contractie q si are proprietatea din Propozitia 7.3, deoarece avem:
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le@-d =17 W@l = Tl @l 2 el s lref -

o

Se aplicd apoi Observatia 7.2.
(iii). Pentru orice k > 1, folosind strict monotonia functiei favem

upet - s

De aici avem

k
PP L2 REWNERN PY S RERTIE A 7o

7.2 Metoda Newton

Propozitia 7.5 Fie D R" o multime deschisd si f € C'(D)o functie care
satisface conditiile:

() Pentru orice x e D existd (f'(x))”’

(if) Existd L > 0 astfel incdt pentru orice x € D avem |f'(x)|< L.

(i1i) Existd u > 0 astfel incat pentru orice x € D avem "( '™ ” < 1 .
U

Atunci pentru orice ¢ € D existd o sferd B(c,r) c D astfel incdt.
pentru orice x,y € B(c,r)avem:

He =<l =)= f O < Llx-A-

Demonstratie. Fie ¢ € D. Deoarece existd (f'(c))”', din Teorema de inversare
locald, existd doud multimi deschise U c D,V < f(D), astfel incit ceU si

f:U >V este bijectivd cu f .V — U, functie de clasd 1 pe V. Fie £>0,
astfel incat B(f(c),e)cV . Alegem r:%. Pentru xeB(c,%), folosind

Teorema lui Lagrange, aplicata punctelor x,c € B(c,r) avem
17~ 7@l sl @l - dhu < Ber)
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deunde |f(x)- f(c)|< L|x—d <& . Astfel B(c,r)cU.
Fie acum x,ye€ B(c,r). Folosind Teorema lui Lagrange, aplicatd punctelor
x,y € B(c,r), avem

[f @) = £ <|f Ol - 3w eSCe.ry = |F () - fF )| < L] - ¥
L@ - ol Yl @ - f0)hw € B(F(e).6)

Din ultima relagie obfinem a doua inegalitate
- A< | oy lr e - o)< illf(x) - o).

Propozitia 7.6 Fie D c R" o mulfime deschisa si f € C*(D), o functie care
satisface conditiile:
(@) Existd z € D astfel incét f(z) =0 si existd (f'(z))”.
(b) Existd M >0 astfel incdt pentru orice x € D avem |f"(x)|< M.
Atunci existd o sferd B(z,p)={x|x€ R",

(i) Exista (f'(x))™" pentru orice x € B(z, p).

x - Z| < p} © D astfel incat.
(i) Existd p > 0 astfel incdt pentru orice x € B(z, p) avem "(f ()% " < 1 .

U
Demonstratie. Deoarece D este multime deschis3, existd B(z,r) — D. Pentru
orice xe€ B(z,r), din teorema lui Lagrange, aplicatdi lui f' avem

f'(x)=f'(z)+ R(x,z), unde ||R(x,z)|| < M1|x - zll Prin urmare

£1x)= '@ +(f'(2)) R(x, 2)].
Daci |(f'(2))” R(x, 2)

<1 atunci exista (f'(x))"' . Dacé alegem
|

1
’ M]I(f’(Z))"II)

p < min(r

pentru orice x € B(z, p) avem
[ 2|
1-M|(f ') e

CANE
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1- M|(f ()|
Al = )
AT e ]

Teorema 7.7 (Teorema lui Newton). Fie Dc R" o mulfime deschisd si
f €C*(D), o functie care satisface conditiile:

(@) Existd z € D astfel incat f(z) =0 si existd (f'(z))™

() Exista M >0 astfel incdt pentru orice x € D avem " f ”(x)" <M. Atunci
pentru q €(0,1), existd r >0, exista u> 0 astfel incat

(i) Pentru orice x° € B(z,r), sirul (x*),.,. definit prin

) =xt = (SN () k20

este in B(z,r) si este convergent la z.
(ii) Ecuatia f(x) = 0 admite o singura solutie z in B(z,r).

(iii) Pentru orice k > 1 avem ||x ~ z|| < Af{l q" .
(iv) Pentru orice k > 1 avem “x " <t = lLf(x )” ” x* 1”2.

2u
Sirul definit prin relatia (i) se numeste sirul lui Newton.

Demonstratie. (i) Din Propozitia 7.4 exista o sferda B(z,p) < D astfel incit
pentru orice x € S(z,p) existd (f'(x))”'si existd x> 0 astfel incat pentru orice

xe B(z,p) avem "( f '(x))"'" < l Pentru orice x € B(z, p), din Teorema lui
u

Lagrange, avem |f'(x)-f'(z)]<Mp. De aici <|f'@)|+Mp.
Micgoram raza sferei B(z, p) — D astfel incat pentru g ales s3 avem p < 21\_;1;1

Demonstram prin inductie matematica ci pentru x° € B(z, p) sirul (x*),., are
P p P k20

elementele in B(z, p). Presupunem ci x*™' € B(z,p),k=1. Din teorema lui
Taylor avem

0=f(2)= f(* )+ £/ Yz - x* ) + Rz, ),

Folosind acum gi definitia sirului obfinem

Reer s et of
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¥t —z=x" 2 (ST () @ Xt 2= (S () T R(Z, )

de unde

My .. M -
o s 2t o <2 o<

Din alegerea lui p avem inegalitatile “x" - z" < qhx" - z“ <.< q""x° -z

, de

unde x* — z. (i) Folosim acum Propozitia 7.5. Micsorind, eventual, sfera
B(z,p), pentru orice x,yeB(z,p) avem plx-y|<|f(x)-fO)|
Presupunem acum prin reducere la absurd ci existd z,z’ € B(z, p) astfel incat

f(2)= f(z')=0. Prin urmare avem si |z —z’|<|f(2)- f(z")| =0, de unde

obtinem z = z'. (iii) Notand, pentru k >0, p, = %"x" - zn avem relatia
Pe<pi,, k=21

Prin recurenti obtinem p, < p? cu p, = %Nﬂ - z" < g avem (iii).

(#v) Din teorema lui Taylor aplicati punctelor x*,x*"' k > 1avem

FOE) = £y + £ Yt _xt—l)+R(xk’xk—l),“R(xk,xk-l)" s%"xk _xk—lllz

Folosind acum inegalitatea
w2 <l -r@) =l

si definitia girului Newton avem
S B e P

Teorema 7.8 (Teorema lui Newton - simplificatd). Fie D c R" o mulfime
deschisd si f € C*(D), o functie care satisface conditiile:

(@) Existd z € D astfel incdt f(z) =0 si existd (f'(2))™".

(b) Exista M >0 astfel incdt pentru orice x € D avem Ilj "(x)ll <M. Atunci
pentru q €(0,1), existd r >0, astfel incdt.
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(7)) Pentru orice x € B(z,r) existd (f'(x))". Existd L >0, existd u>0 astfel
incdt pentru orice x € B(z,r) avem ||( f(x) " < — Ilj (x)|<L.

(i) Ecuatia f(x) =0 admite o singura solutie z in B(z,r) :

(iii) Pentru orice c € B(z,r) gi orice x° € B(z,r), sirul (x*),.,, definit prin

! =xt (e f(F k20

este in B(z,r) si este convergent la z.

< —_”f(x")H < £”x" - x""” .
P

(iv) Pentru orice k > 1 avem ”x* -z

Sirul definit prin relatia (i7) se numeste sirul Newton simplificat.
Demonstratie. (i) Din Propozitiile 7.4 si respectiv 7.5, existd o sferd
B(z,p) c D, astfel incat pentru orice x € B(z,p), existd (f'(x))™'si existd

. - 1 .
4 >0 astfel incat pentru orice x € B(z, p) avem H( f'(x) 'H < — . Pentru orice
M

x,y € B(z,p) avem
s -y <l f -0 <

unde L =|f'(z)|+ Mp . (ii) Presupunem acum prin reducere la absurd ca existi
z,z' € B(z,p) astfel incat f(z)= f(z')=0. Folosim acum inegalitatea

obfinutd mai sus pfz-z'||<

=0, de unde z=2z' . (iii) Pentru
g €(0,1) construim p< mm(r,;]—Af;) si demonstram prin inductie matematica

ca pentru x°,c € B(z,p) sirul (x*),,, are elementele in B(z. p) . Presupunem
ca x*' € B(z, p),k > 1. Din teorema lui Taylor avem:

FOEY = f@+ (@ -2+ R(x* ',z o)< —Aziux*-' - z||2
Folosind acum si definitia girului obtinem:

et =A< @ fdr @ - 1@l - A+ R <
e L S P R

de unde
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<p ]

(iv) Pentru orice k >1, din demonstratia proprietétii (i), pentru x =x*,y =z
< Hf(x" )" Din definitia sirului avem f(x*) = f'(c)x* - x*").

k .
”x -z si xt >z,

k k 0
X —z"Sq ”x -z

k
avem ,u"x -z

Prin urmare “x" -z

L |
7 7

Exemplu. Metoda Newton pentru determinarea celei mai mari raddcini a unei
ecuatii polinomiale cu toate raddcinile reale.

n —
Fie P(x)=) a,x"",a, e Ri=0,n,a, >0 cu radicinile &, >a, >..a
=0

n-

Demonstram prin metoda inductiei ca pentru orice x, >a,, sirul Newton
Xpn =X, — Dix,)

P'(x,)
decit a,. Pentru x>, avem P(x)>0,P'(x)>0,P"(x)>0. Din definitia
P(x,)
P'(x,)

, converge strict descrescitor citre a, §i este strict mai mare

sirului, avem x, = x, -

o < x, . Din formula Taylor avem:

Pl@,) = P) + Pxo)(@, 1)+ @, ~ )", < (xp,0).

De aici

P,(xO) ta, —x, =— P©) (e, _xo)2 <0=x>a.
P'(x,) 2P'(x,)
P(x,)

Presupunem acum x, >a,,x, <x,_ ,,k2>21. Avem x,,, =x, ——
P'(xk,)

<x,.Din
formula Taylor avem:

P(a,))=P(x,)+P'(x,Xa, - x,)+ P"(f")(a1 -x.).,6, €(x,,a,).

De aici
Per) PGS

a, —x, =-
P(x) ' ' 2P(x)

(aq,-x,) <0>x,,>aq,.
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Capitolul 8

Interpolare

8.1 Polinom de interpolare

Vom nota prin K multimea numerelor reale sau complexe.
Consideraim numerele x,,x,,...,x, € K, distincte doud cite doud i

a,,a,,..,a, € N\{0}. Fie m=) a,. Considerim numerele z, €K pentru
1=1

i=ln,j=0,a -1.

Teorema 8. 1 Exista §i este unic un polinom P, cu coeficienti in K, de grad cel
mult m - 1, astfel incat

PP(x)=z,,i=1nj=0,a -1
Polinomul P se numegte polinomul de interpolare asociat nodurilor

X,,%,,....x, €K cu multiplicitatile a,,a,,...,a, € N\{0} respectiv si datelor

z,eK,i=1nj=0,a -1

Demonstratie. Fie P__, multimea polinoamelor cu coeficienti in K de grad cel

m-1

mult m - 1. P, este K spatiu vectorial de dimensiune m. Consideram aplicatia
F:P_, ->K"
F(P)=(PV(x))i=1nj=0,a -1
Aplicatia F este K-liniardi. Pentru a demonstra teorema trebuie si

demonstram ca F' este bijectivd. Cum spatiul de definitie al lui F §i spatiul de
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valori al lui F sunt de aceiasi dimensiune finitd m, este suficient si demonstram
cd F este injectiva. Fie P « P , astfel incat

F(P)=0 PV (x,)=0,i=1n,j=0,a, -1
Relatia de mai sus arati ca polinomul P se divide cu polinomul

w(x) = H(x - X, )%/, al carui grad este m. Cum gradul lui P este cel mult m-1,
J=1
rezultd ca P este polinomul identic nul.

Teorema 8.2 (Formula lui Hérmite). Polinomul P din Teorema 8.1 are forma:

n

a,-1 a;-j-1 _ a, \ ()
M PR=3 25 “’(") Z,, ,’Z%(x—x,)*(u] -

) | o(x)

unde w(x) = ﬁ(x— x,).

Demonstratie. Pentru i = 1n, j = 0,a, — 1, conform Teoremei 8.1, existd §i este
unic un polinom H,, de grad cel mult m - 1, care satisface conditiile

) HP(x)=6,6,,l=,nk=0,a,-1.

Atunci avem

n a;-1

(3) P(x)=3 2 z,H,(x)

i=1 y=0

deoarece gradul lui Peste <m—1si P (x,)=z,,/=1,nk=0,a, -1

Pentru i, ;j fixati, 7= L,n,j=0, a, -1 sunt adevirate relatiile
HP(x)=0,l=ik= 0,a,-1, HP (x,)=0,k# jk= 0,a,-1, H?(x)=1.
Prin urmare existd un polinom 7, cu coeficienti in K, de grad cel mult a,—j -1,
astfel incit
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@) H, (6 = [T (- x)™ (x - x,)'r, (x).
w(x)

Prelungind functia A (x) =
(x—x)*

,X € K\{x,} prin analiticitate in

punctul x, avem

Hij (%) = A (x)x - x, Y Ty (x).

Scriem acum H sub forma Taylor in raport cu x,

¥

Hga,) x) H™(x))

(x—x)%+. W(x x)"

(5) H.-,-(x)=%(x—x,-)f +

Functia
H;(x)

g.,( )—(—)J

1
x¢x,.,g,j(x,.):ﬁ

este o functie analitica.
Scriem acum 7, sub forma Taylor in raport cu x,

2;-j-1 (k)( )
(©) R= 3 - x)"
Din (4) avem
_ g;(x)
GrTe

care este o functie olomorfi pe o vecinitate a punctului x,. Pe aceastd
vecinatate, pentru orice k avem

(7 r, P (x) = thg,,”(x)( )‘* D(x).

Calculédnd in punctul x = x, avem
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a, \ O
(8) y(k)( )__(u_j

@(x)

Inlocuind rezultatul obtinut in (6) si (4) se obtine (1).

Observatie 83 Dacd x,,x,,..,x, €R §i numerele =z, €¢R pentru

i=Ln,j=0,a, -1, coeficientii polinomului P sunt reali.

Consecinta 8. 4 (Formula lui Lagrange). In conditiile Teoremei 8. 2. dacd
a, =a, =..=a, =1, polinomul de interpolare are forma

K- (x=x).(x-x_Xx—x,,). (x-x,)
©) Pxy = ,Z=,:z"° (x, —x,)...(x, —x,_ Xx, = x,.).-.(x, - x,)

Demonstratie. Este suficient sd observam ca

P(x) = éz,o %(ﬁ) . cu o(x) = l:[(x —x,).

Consecinta 8.5 [n conditiile Teoremei 8. 2., dacd multiplicitdiile nodurilor
a, =a, =..=a, =2, polinomul de interpolare are forma

ax) 2 O )J
SIS = ){“(af( ) 3 V)

Ve ))}

Demonstratie. Din (1) avem

P =3 w(x)z{zm c=x)'| )((x x))

S (x~x,) o) |_, (x)
L

+2z, (x- X, )( (xw—(i,))z)

x=x =X

unde &(x) = l—[(x —x,)* . Scriem sub forma Taylor, in raport cu x,, @ §i @’
i=1
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“”’( X,)

‘*’( x,)
o (x) = Z (x-x)"; @'(0) = T x - x)"
Este suficient s@ calculam
(x-x)| _ i 1 2
O oy FEROIE) e @)
((x—x,-)’) _Ae-x)o)-(-xVo@| | 2 20(0)-(x-x)/()
) (@)’ e B S
=%
°(x) )
2 -x —X
29— ) _lmz‘d (x—x) —(x- &)Z,a’ i (c—x e
c-xf | == (x-x) 6

8.2 Polinom de interpolare asociat unei functii. Diferente
divizate
Fie f:DcK—->K, {x,,x,,.,x,} D, distincte doud cite doud si

a,.a,,..a, e N\{0}. Fie m= Zai . Presupunem ci existd f’(x,), pentru
i=1

i=1n,j=0,a, —1 Notdm

{20,255 02} =X, X05, X553 Xy X X
—on a,—on a,-on
Polinomul de interpolare atasat functiei f , nodurilor
{x,,x,,...,x,} € D cu multiplicitdtile a,,a,,...,a, € N\ {0} este polinomul dat
— f i—1mn i=
de Teorema 8.1, pentru datele z, = f*’(x,),i=1n,j=0,a, - 1.
Notdm acest polinom prin P(f;z,,z,,.. ;X). Acest polinom nu
depinde de ordinea nodurilor.
Diferenta divizata asociati functiei f si nodurilor {z,,z,,...,2,} este

;X) . Acest numadr se noteazi prin

),,,a

coeficientul lui x™' in P(f;z,,z,,..

’m,
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an flzy..z,]

Exemplu. Pentru functia f:C - C, f(x) = x —i, z,=2z,=1i, z, =1, scriem
polinomul de interpolare cu ajutorul formulei Hérmite. In notatiile Teoremei 1.2
avem

a,=2,a, =1,0(x)=(x-i)(x-1),

2,0 = f(0) = 2,2, =f'(i)= =3,z = f() =17 i

PU1) = (x = Dl (— >‘,=-+(x—ix;‘_—l)',z,-)+zn(x—ix}_1)|,=.]+

Hx—-i)? zzo(( )2)|x,— A+2)x* +(1-2)x-1-i.

Teorema 8.6 (Aitken-Neville). /n notatiile de mai sus, daca z, # z,, atunci

(12) P(le zz’ ,Z X)—

[P(f 2554, xxx_zl) mzp > m—l’xxx zm)]

Demonstratie. Consideram polinomul de grad cel mult m - 1

0 = —— [P 23 20 N2~ P 21012 K02,

Farda particulariza, presupunem ci z, =x, si z,, =x,. Calculim
@ =——ro [P""(f Zyrr 2 KX =2 )+ P O (S 2., 2,50) -
~POfiz0 200X —2,) kP (f 52, ,,H,x)].

Avem
PO (fiz,,.2,5%) = fO(x,)k = Oa, 2,
PO(fizy,02,:%,)= fO(x,), k= Oa
PO 2, ,,-l,x)—f‘“(x)k—Oa‘ }
PO(fizy,nz, ix)= P )k=0,a, -2,
PO(fizy, z,x)=fP(x),i=2,n-1,k=0,a,-1.

Prin inlocuire obtinem: Q®(x,) = f ¥ (x,),i=1,nk=0,a, - 1.
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Din Teorema 8. 1. Q(x) = P(f;z,,2,,...,2,;%X),x €K.
Observatie 8.7 (schema Aitken-Neville). Dacd a, = a, =...=a, =1, notdnd
P(f;2,,2.15.,2,;X) = p, _,(x), polinomul de interpolare p, , se calculeaza

recurent folosind urmatorul tablou

Z Z, Z3 Zn-2 Zna Zn
b P, Py Pna P P
Pn Px Pnan Pr-1n
P Pn.2n-1n

Pr2na Pr.n
Pun

Exemplu. Pentru f(x) = «/;,x €[0,+o),z, = 1,z, =4;z, =9 avem:
1 4 9
1 2 3

1 1
—(x+2 —(x+6
3( ) 5(x )
i(—x2 +25x +36)
60

P(f1,49,x) = B%(—xz +25x +36).

Teorema 8. 8 /n notatiile de mai sus avem

) flz1,25,52,)= fl2o0)s 202y Z0(m ), PeNtru orice permutare c a
multimii {1,... .m} .

(i) Daca z, # z,, atunci:

(13) flz,25,....2,] = - l_z {flz,,....z2,.1- flz,,--.2,. .1} -
(iiiy Daca z, = z, =...= z_ atunci:
(14) f[z,,zl,...,zl]zw.

T (m—l)'

Demonstratie. (i). Polinomul de interpolare nu depinde de ordinea nodurilor. De
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aici rezulta relatia.

(if). Este suficient si identificim in formula (12) coeficientii lui x™".

@#i). P(x)= P(f;z,,...,2,;x)este un polinom de grad cel mult m-1 care satisface
—ori

relagiile P®(z,)= f"¥(z,),k =0,m—1. Scriind P sub forma Taylor, in raport

m-1 £(k)
cu z,, avem P(x)=). S k(lz')
k=0 .

(x - z,)*. Din definitia diferentei divizate avem
relatia (14).

Observatia 8.9 Diferentele divizate se calculeazd recursiv prin urmdtorul
tablou:

4 ) % Zn2 2 Zn
f@) f2) Jf@) 1%, (-8 1G)
f&z] /23] g Szl
f&.z2] SGor%m %
Exemplu. Pentru f(x)=e*,x eR,z, =0,z, =0,z, =1,z, =2 avem:

0 0 1 2
1 1 e e’
1 e—1 e’ —e
-2 (e-1*
2
el -4e+5
4

2
fl00,1,2]= 2%

Teorema 8. 10 (Formula lui Newton). /n notatiile de mai sus sunt adevdirate
relaiile

(15) P(f;z,,...,zm;x):P(f;z,,...,zm_l;x)+j[z,,...,zm]ﬁ(x—z,.).
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(16) P(f;z,,....2,50)= f(Z,)+Zﬂzp ,«,]H(x z)).
Pentru orice x € D avem
(17) J@)=Pf;z,....z,;0+flz,,.. ,m,x}l_[(x-”)

Demonstratie. Consideram polinomul de grad cel mult m - 1
gx)'—"P(f;Zl, °2 max) P(_le, ] m_]ax)
Amnotat {z,,2,,..,2,} = {X,- s X1, X550 3% 505X s X} -
—_— N—

a, -ori a,-on a,-on

Avem

oV (x)=0,i=1n-1j=0a,-1; 0V(x,)=0,j=0,a, -2,

presupunédnd cd z,_ = x,.Deci polinomul Q se divide prin polinomul de grad m-1

ﬁ (x-x)%(x—x,)*"

n—1
Avem Q(x):kl—[(x —x,)*(x—x,)*" . Egalim acum coeficientii lui x™' in
i=1
identitate. Se obtine k = f[z, ...,z,] si prin urmare avem formula (15).
Deoarece P(f;z,;x) = f(z,), iterdnd relatia (15) se obtine (16).

Fixdm x € D. Pentru y € K avem

P(f;zl’ k4 m’ y) P(le’ i miy)+.f[zl’ 4 m>x]l—[(.y Z)

Inlocuind y = x in formula de mai sus si ;mand seama de relatia
P(f;z,,...,2,,,%;x) = f(x), se obtine (17).

Teorema 8. 11 (Formula integrali a diferentelor divizate). Ffie Dc K, o
multime deschisa gi convexd, f e C" ' (D),m=2, {z,,...,z,} CD. Atunci
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1 f (m-2
(18) Sz, ozal= [, [y [ +4(z -2 )+ My (2, =2 M,
0 0 0
/
Demonstratie. Pentru ca D este convexa pentru 1,,1,,...,Z, , €[0,]] avem:

u, =z, +4(z, —z, . H, (2, -2,,)=(01-t)z, +(t, - ,)z,+..H, ,z, €D.
Multimea

Q. = {'(t,,tz,...,tHjOSt, <10<t, <t,,....0<t_, <t yc[ol™
este o multime compacti. Functia
HD"xQ —>KHz,..,2., )= )
este o functie continud. Atunci functia

D" 5K,z )J'H(‘.,,,m,., NANE

1 ) Im-2
Ile‘dZ“' j.f(,,H) (2, +4,(z, = 2)+. Hp (2 = 2y N
o o 0

exista §i este continud.

Vom demonstra pentru inceput formula (18) presupunand cid nodurile
sunt distincte. Demonstratia se face prin inductie dupa m. Pentru m = 2 avem

If(z.+r G2 = S 445 zl»}:f ) f@)=Ta5)

Presupunem formula adevirata pentru s noduri s <m. Avem

jdt Idtz If(’)(z +t,(z, — 2))+...+t,(z,, —z,))dt, =

—Z,‘(i,- Idt "' TPz, +1,(2, — 2.+, (2., *":d,_l=

s+1

0
1 Lo
; [J. Id’ If(,_l)(zl +h(zy ) M, (2, 2, -
0 0 0

sl T s
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Lo ta
-1

Idt,jdtz... J‘f"’ Mz + (2, —z)) 4+, (2, — 2z, )dl ] =

0 0 0

s TN L RS B e |

s+1

Presupunem acum ca nodurile {z,,...,z,} <D nu sunt distincte. Fie
((zf,...,z: Vio D™ un sir de puncte cu componentele distincte doud cate

convergent catre (z,,...,z,)CD". Avem

1(z',..,2) = flz},

1,25 ) =1z 2,).

Este suficient sa aratim ci f[z*,...,z,1——5—/1z.....z,]. Demonstratia

se face prin inductie dupa numarul nodurilor, m, m>1 . Evident avem
f1z{1——=—>/1z,]. Presupunem afirmatia adeviratd pentru s-1 nodur, s<m.
Pentru z1 =...= z, obtinem

~ 1 q L o _ f(s~l) (zl) _
1(21‘,--43?.,—1(4;?)- I dt, I dt,.. j SN @ty = Sl = S

Daca z, # z, avem

1
f[z::s"'>z:]: k k {f[z;r--az:]_.f[zlkr“:zsk—l]}
. 4
s 0“1
Folosind ipoteza de inductie avem

s A1 .]}——F- (o 2] Mt DS 5]
|

Propozitia 8. 12 Fie Dc K, o multime deschisa si convexd, f eC"(D),
{z,,...,2,,x} D. Atunci

163

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(19) f©)-PF 2,2, x1<| o) GQL/‘”’(')I,w(x)=lf_l(x-z.-)

unde Q={z e#z:Zaiz, +ax,@, 20i=Lna>0> a +a= 1}

Demonstratie. Din (17),(18), (19) avem
J®)=P(f;2,,....2,,0)+fz,,..., 2, XJex(x)
j'[zl,...,zm,x]:jcitljdz... If"’"(zl +1,(z, -z ., (x -2, ),

. sudrf(n)(d
Mz, 2, %] < W(")(lﬂd Id _'EQ

de unde se obtine (19).

Propoziia 8.13 Fie f:(a,b) c R > R, f eC™"'(a,b). Considerdm

punctele {z,,....z }c(@ab) si a=min{z,..,z }si f=mx{z,...,z,}. Atunci
existd & €[a, B astfel incat

DA

20 .
( ) .f[ 17 (X} m] (m_ 1)|

Demonstratie. Notam

- (m-1) M (m-1)
Moy = min f700) si : y:glf ).

Avem din (18)

1 f o2
mf,.ldz,!dz... ];dzm_f[zl, ,Z,1<M .jdjar _[dt,H

M., _f[z,,...,zm](m—l)!SMf.,,l

Folosind proprietatea lui Darboux pentru f™" pe [, 8] existd &€[a,f)
astfel incat fz,,...,z, Ym-DI=f"" ().
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Propozitia 8.14 Fie f:(a,b)c R— R, f €C"(a,b). Consideram punctele
5.2 x}c(@b), a, =min{z,,...,z, x} si B, =max{z,..
¢, €la,,p.] astfel incat

1) f)=Pf;z,....2,:%

z_,x}. Atunci exista

’ma

(m)
FEAKCS; ) o2, 0= H(x z).

Demonstratie. Din Teorema 8. 10. avem identitatea

SO)=Pf2,,....2,:0 + f12,;.-., 2, X}Xx).

Aplicim acum Propozitia 8.13 si obtinem (21).
8.3 Convergenta procesului de interpolare

Consideram sirul de functii definit prin
(22) T :[-L1]>[-L1),n=0, T (x) = cos(narccosx) .
Propozitia 8.15 Sunt adevarate relatiile

@) ) =L ) =x, T,,(9=2T,(x)- T, ()n=Lx e[-L1].
(i) T, este restrictia unui polinom de grad n la {-1,1] cu coeficientul termenului
de grad n, 2™ . Raddcinile polinomului T, sunt

n

b =005M,k:0,n—1.
2n

k

,X€[-L1,n>0, polinom unitar. Atunci pentru orice

(iii) Fie T(x)= Z(f)

polinom () de grad n, unitar avem: I%JZ,(x <,%JQ(")‘

(b a)n+l

(iv) Pentru orice polinom unitar Q, de grad n, avem: m J,ng)| 2

T se numeste polinomul Cebdgev de grad n.

Demonstratie. (i). Este suficient sa folosim relatia
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cos((n+ ) arccos x) + cos((n — 1) arccosx) = 2 cos(arccosx) cos(n arccosx),n > 1.
(#). Folosind (i), prin recurent, se obtine prima parte a propozitiei. Avem

oos(namoosx)=0<:>raoosx=(2k+l)ﬂ keZo (2k+1)” kel
) i ) .. 2k+1 —
Dintre aceastea numai » valori sunt distincte: x, = oos( A )”,k =0,n-1
T -_
(#ii). Avem j 2(]:) <2—1|. Considerim ¢, = oosg—r,kz Ln—1. Avem
" n

— -n* . 1 .
Tn(tk)zF,k:Ln—l. Prin urmare %T(j = Presupunem prin

absurd, cd existd un polinom Q de grad », unitar astfel incat

F =11¥x T (xi >xr61{nlu§JQ(xj
Prin urmare —2—1- <x)< 21 , X €[-L1]. Polinomul R=0Q- T este un

polinom de grad cel mult » -1 si satisface relatiile

Dt
Rt)=000)- 0 k
Observam ca R(t,)R(t,,)<0,j=1n-2, ROR(,)<0, R(, )R(-1)<0. Prin
urmare exista n puncte distincte 1n intervalul (-1, 1) in care R se anuleazi. Cum
gradul polinomului R este cel mult » - 1, rezultd cd R este identic nul.

Contradictie cu alegerea lui Q. (iv). Fie @[-Ll]—[a,b], ¢1(t)—b—zat aT+b 0

=Ln-1

aplicatie bijectivd. Avem

ba b+a

)

L6-ay

- 22n—l

b- -a, a+b* b-a) ’g
2 2 2" - 1,11 (b-a)”
=T

e -

n

(b-a)"

Unde in ultima inegalitate am folosit (ii/) pentru

0.

Teorema 8.16 (Teorema lui Fejér). Fie f:[a,b]c R — R, o functie continua.
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Consideram punctele
b—a a+b ——
Ve = 5 x, + 5 k=0,n-1,

2k+D)x
2n
grad n. Construim polinomul de interpolare P,, de grad cel mult 2n - 1, care

unde x, = cos ,k=0,n—-1, sunt raddcinile polinomului Cebdgev de

satisface condifiile P (y,)= f(y,), Pn'(yk) =0,k=0,n-1 . Atunci gsirul de
polinoame (P)),, converge uniform, pe [a, b] cdtre f.

Demonstratie. Construim functiile:

Y SN ORISRV §

Polinomul Q, este polinomul de interpolare al functiei g, de grad cel mult 2n-1,

care satisface conditille Q (x,)=g(x,),0, (x,)=0, k=0,n-1. Pentru a
demonstra teorema este suficient si@ demonstram cd sirul (Q,), converge
uniform pe [-1, 1] citre g. Din Consecinta 7.5 avem

o) 2 2, af"(x,-)J
g0= Z(f— )( (U"( X) 3( )((U"(xj))z

unde polinomul @ este

cos’(n arccost)
22n -2

0@ =[Je-x) =T =

Cum

n2 " 3n2x
22n—3(1_x2)’w (x.l)— 22"-3(1 )2 ’] On_l
J

w"(x,) =

inlocuind, obtinem

Q(r):g(t“_";)_)zg(x,)z: (1-5).

Punind in aceasta relatie g(f)=L¢ €[-L1], obtinem identitatea
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Z an 27 (1-x,).
S(-x)y
Functia g[-11] >R este uniform continud pe compactul [-1, 1]. Prin
urmare avem pentru orice £,£>0 existd 7,7, >0 astfel incdt pentru

avem |g(f) - g(1")| < g

Pentru 7 €[-1,1] avem

0)-g0)= *z“z((”_a’f“’)

o () cos’ (narccos!)
Q0 g(f)-jdl ) (8x)—g)X1-t5) ;———n ) (g(x;)-gO)N1-x;),

(8(x)-2?)— La- ;)

unde /, =

Jr-x|<m}siL, = (li=0n-1)-x|2n}.

Avem

00)-gtr] <y 0P ("“““‘)lg( 5)-a0ji-)

Jeh

(rraroos!) B B
e gw)g0j0-m)

2

4M
[OIOR:0 Sa —

unde M= Er{mic’dg(tj. Cum %ﬁ, existi N, eN astfel incat pentru n>N,
- AL

£
avem — <—

in 2

Prin urmare pentru orice &,& > 0, existd N, €N astfel incat pentru n= N,
si pentru 7 €[-1,1] avem |Q()—g(f) <¢.

8.4 Polinoame de interpolare cu noduri
echidistante

Fie f:[a,b] > R, x, €[a,b] si h>0. Consideraim reteaua de puncte
echidistante cu pas i {x; = x, + jhj = 0,+1,...,4n} c[a,b]. Fie m>0,me N .
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Diferenta ascendenta de ordinul m, a functiei f, in punctul x, al retelei,
A" f(x,), diferenta descendentd de ordinul m, a functiei f, in punctul x, al
retelei , V™ f(x, ), diferenta centrata de ordinul m, a functiei f, in punctul x, al
retelei , 8" f(x, ), se definesc recurent prin

(23) Kf(r) = VOf(x,) = 8 F () = f(x,)
(24) Amf(xk) = Am—lf(xkn) - Am_]f(xk)

@5) VT F(r) = VUG ) -V F ()

(26) 8" (%)= 6™ fx, +2) - 8™ fxy =),

Propozitia 8.17 Sunt adevarate relatiile:

(27) A" f(x,)=mh" fx,, %, 15 5 X ]
(28) V™ F(x,) = mh" flx, %, ]
(29) S™f(x, + %h) = " X, X s Xpn ]

Demonstratie. Se demonstreaza prin inductie dupa m. Pentrum =0

Aof(xl;) = Vof(xk) = f(xk);aof(xk) = f(xk)'
Presupunem adevirate relatiile pentru s < m §i demonstram pentru s +1
As+lf(xk) = Asf(xh»l)_ Asf(xk) = hsS!{.f[xk+|,~"’xk+s+l]_f[xkr--7xk+s]} =
hss!f[xk+l""vxk+s+l]_f[xk""’xkﬂ](xkﬂﬂ _xt) hs+l(s+1)|f[xk’ t+;+]]

Xgrse1 — Xy

VI () = Vi) - Vof () = W I ox J - f o X 1) =

hss! f[xk >-..,xk-sl]_f[xk—l)-..,xk—s—l](xk _xk_:—l) —_—hs+l(s+1)!f[xk,---,xt_s_|]
Xe = Xps

s+l

& fos S =51 +(S+2)§5—5f(xk TS 1Y RN B S | B
_ hss!f[xm, el = ST ]

(Xpen — ) hm(s+ DXy, %0 ]
xk+5+l xk

Propozitia 8.18 Este adevarata relatia:
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(30) A f(x) =Y CHE)™ f(xs,) -

Demonstratie. Se demonstreaza prin inductie dupd m. Pentru m = 0 propozitia
este o0 identitate. Presupunem adevirate relatiile pentru s <m §i demonstram
pentru s +1

B f0) = B f () B F(6) = S CHD f ()= L CUD (3,,,) =

5 s+1

2CT O 0 )+ S () + DT () = 2 CLEDT f(x)

J=1

Propozitia 8.19 Polinomul de interpolare P al functiei f:a,b]—> R cu
nodurile {x, =x,+ jh,j= 0,n} c[a,b], se reprezintd prin formula Newton
ascendentd:

n Ak
G POy = 8f () + 3 L)

ti-0..(t-k+1
cu diferente ascendente i

L 8 (%, + k)
(32) P(x):5°f(xo)+Z—T—2t(t—1)...(t—k +1)

. X-X
cu diferente centrate, unde t = 2

Demonstratie. Folosim formula Newton pentru scrierea polinomului P
n k-1
POOY=P(f,%, %50 = f6)+ D ST, o5 [ Je-x,).
k=1 Jj=0

Folosind Propozitia 8.17 rezulta
1

kAt

A" f(x,)

170

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



SIxg, %, x, = ——8"f(x, +k— )

k! h"
Avem

Pt %)= FE Y A*f(xo)f[(xo+m—x,.)

kAt

A%, .., %,5%) = f(x)+z

7 h" Nf (xo)gh(f )

§i respectiv

P(f;xy, ... %, %) = f(xo)+Z 0T +k—)[1h(r -
De unde se obtine formula (31) si respectiv (32).

Propozitia 8.20 Polinomul de interpolare P al functiei f:[a,b]—> R, cu

nodurile {x, = x, + jh,j=-n0} C[a,b], se reprezintd prin formula Newton
descendentd:

(33) P(x) = V°f(x0)+zn:L'lfcfx—°)—t(t+1)...(t+k—1)
cu diferente descendente i
. 8 f(x, —k )
(34) P(x)=5°f(x0)+Zth(t+l)...(t+k—1)

. X
cu diferente centrate, unde = °

Demonstratie. Folosim formula Newton pentru scrierea polinomului P
n k-1
P(X)= P(f %0,y %5 0) = [+ D ST, %y, X ] Je-x).
k=1 j=0
Folosind Propozitia 8.17 rezulta

f[xo’x-v---’x—k]

V()
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L sty -k,

f[xO’x—I""’x—k] k'hk 2

Avem

P x0,% 50 ,% %) = f(xo)+z

k'hk ka(xo)Ji:I(xo +th—x»-j)

P20 1 59 = O+ 3 g V] JHE4)

T k\ht

§1 respectiv
P(fx0,% 450, _5%) = f(x

De unde se obtine formula (33) si respectiv (34).

Fxo k[ T,

Propozitia 8. 21 Polinomul de interpolare P al functiei f:[a,b] > R, cu
nodurile {x, = x, + jh,j=0+1,22, . +n} _[a,b], se reprezintd prin formula
Gauss ascendentd:

(335)

P(x)= A f(x,)+ Alfl ('x") t+ NS 2(:(“) 1t - D+...
Azs_lf(x—m) 2 A f(x_,), . _ 2 o N2y
+Wt(t D..(12 = (s-D)?)+ ——=2 29)! — =@t =Dt -(-D Nt -5)+

.w( ~1)..(2 (n—1)2)+%_)_t(t2—1)---(’2—(”‘1)2)(’_")‘

@2n-1)! (2n)!
cu diferente ascendente i
(36)

S D sy
P(x)=8"f(x,) + T Z 4 Ot - D+...
52s~lf(x +h) .
e T N ey, O (%) IVEN
asopr ¢ D =D oY (2 -1 = (- D) -5) +
52n-lf(x0+— , é‘ZHf( ) ”

+Wt(t =D -m-D)+ an)! (2 -D...(t* - (n-D)>)¢ - n).
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Xo

cu diferente centrate, unde t =

Demonstratie. Folosim formula Newton pentru scrierea polinomului P

P(x)=P(f;%5,%,,%5,...,%,,X_,; %) = [ (x,) + [0, %, Kx — x,) +

+fT%0, %, % Wx - xo)(x XH . STX0, X0 X 5 X X (X = X N =X M= x_).. . (x—x_, )+
Hf1X0, X5 X_ 15 XX, X=X Yoo =3, Xx —x_,)...(x—x_,  Nx—x, )+...

X020, X 155 X X, KX =X N =3, XX —x ). (x—x_, ) )+

%05 X1 X g5 X, X KX =2 X =2, Xx—x_)...(x—x_  Nx—Xx,).

Din Propozitia 8.17 avem

1

f[xo,x,,x_,...,x,t,x_k]zWA“f(x_k)
N TRt Wk LS
f[xo,x,,x_l...,xk,x_t]:W&”‘f(xo)
f[xo,xl,x_,...,x,,,x_,,,x,m]=W6“”f(xo+§).

Prin inlocuire in polinomul de mai sus se obtin formulele (35) si
respectiv (36).

Propozitia 8.22 Polinomul de interpolare P al functiei f:[a,b] > R cu
nodurile {x; =x,+ jh, j =0,%1¥2, .. Fn} C[a,b], se reprezintd prin formula
Gauss descendentd:

(37)
P(x) = Af(x,) + Afl(f-')u Azf(x")t(t +1)+...

A f(x) _ A" f(x,) 2 (e 1\2
T TR .12 - (s-1)?)+ 2L o (A = 1)1 = (s= )2 Xt +5)+
¢ Azn_]f(x—n) "f(x ) 2
W( —D. (2 - (n-1)?)+ 2L ) o (e = 1)...(t2 - (n—1)2Xt +n),

cu diferente ascendente si
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(38)

, h
ST 8y
|

P(x)=8"f(x,) + T t+ 1t + D)+
=) 5 f(x0)
+—7;jﬁr—«ﬁ—nmuz (s-D*)+ a)f (=D = (s= D) +5)+
2 h
(Shn_lf(xo - —) In
+ (zn'——l)' 2 f(tz - l)(t (n l) ) + 4 ({()'0) ( 1) (f (n _ 1)2)(, +n).

Xy

cu diferente centrate, unde t =

Semisuma polinoamelor (37) §i (38) reprezinta forma Stirling a
polinomului de interpolare P.

Demonstratie.Folosim formula Newton pentru scrierea polinomului P

PO =R %0, X1, %,51-0 Xy X3 %) = f (05 + /160, K —%0 ) +

1,3, %, 06— Xor =X H ST, 15 X5 -5 X g5 X K= X MO0 —2 Yox—x ). (x—x, )+
1%, XXX, X, JOr— X Moe—x_ W —x,)... (e —x,_ Jx—x_ )+

X, X, X0, %, 1, X, K= X o —x_ Xx—x,)...(x—x, )+

%, %, %,, %, Hx =X Xx—x_ Nx—x,)...(x—x,  Nx—x_)).

Din Propozitia 8.17 avem

1
f[anx»I,xl"'>x—k,xk]: WAZkf(x—t)
1 "
Slxg,x ,,x x'k’xk’x_k_']:(2_k:—l)'h—“*_'-Au fxey)
1
Slxg,x %% 4, %, ] = Wauf(xo)
1

52k¢lf(x0 _g) )

Slxox % x %, x_,,]= W

Prin inlocuire in polinomul de mai sus se obtin formulele (37) si
respectiv (38).
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8.5 Derivare numerica

Teorema 8.23 Fie f:(a,b)—>R,f eC™'(a,b). Consideram punctele
{x,,%,,....,X,} ©(a,b) astfel incdt x,<x, <.<x, Fie P polinomul de
interpolare P(x) = P(f;x,,...,x,;
orice x €(a,b) existd u, , €(a,b) astfel incdt

,X). Atunci pentru orice k,0< k <n gi pentru

k) (k) .f("ﬂ)( tx
(39) P = PO+ (H_k),l’[(

unde x; €(x,,x,,,),j=0n—k.

Demonstratie.Consideram functia R:(a,b) > R,R(x) = f(x) - P(x).
Aritdm prin recurentd cd R’ ,0< j<k are cel putin n - j+1 ridicini. Avem

R(x,.):O,i:O_,;. Prin urmare derivata R’ are cel putin » riadacini

x, €(x,,x,,,),i =0,n—1. Presupunem acum ci R”,p<k are n-p+1

radicini x” e(x,,x,,,),i = 0,n— p. Atunci R”" admite cel putin o ridicina

xPte(x?, xb) c(x,x, )i =0n-p.
Considerdm acum functia
n—-k
F(a,b) > RF({t)=R® ()~ -x!)
i=0
unde a este ales astfel incat pentru un x fixat in [a,b] avem R(x)=0. Prin

urmare [ se anuleazi in n—k +2 puncte distincte din interval. Atunci existd
u, . €la,b], astfel incat

FO*Yu, ) =0 R (u, ) —a(m-k+1)! =

f(n+l)(ut,x)

Prin urmare a = )
(n—k+1)

Teorema 8.24 Fie f:(a,b) > R, {x,,x,,...,x,} c (a,b).
Dacd f eC™*'(a,b) atunci pentru orice i, 0<i <k avem

(40) ii—f[xo,xl,...,x",x] =1 flx,,%,....X,,X,...,X].
‘h i+l-on
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Demonstratie. Aceastd relatie se demonstreazd prin inductie dupa i. Pentru
i=0derivda din continuitatea diferentelor divizate. Presupunem propozitia
adeve'lrati pentru 7 i demonstre'lm pentrui +1. Avem

_f[xo,xl’ X, Z)~ —f[xo’xl’ Xy, X]

1
lim dx =
ZOx zZ—X
i+l-ori i+l-ori
3 limt'f[xo’xl’ Xy 2y 2] = fIX0, Xy X, X, X]
ZX : z __x
i+l-j-on  j-oni i-j-ori J-ori
! —Ar— — A ——
Zf[xo,xl,...,x,,, Z,.,2,%,..,%]— flxy,%,,...,2,..2,%,..,X]
e =0
= illim Z =
I—Xx z _x
i~j+l-ori J+l-ori i+2-on

—— —_—A—
—tlhme[xo,x,, WX, 2,2 X, x]—ﬂZf[xo,xl, X, X, X] =

2

1+2-ori

=@+ D! flxy, x50 X, X5, X].

Consecintil 8.25 Fie f:(a,b) > R,{x,,x,,...,x,} c(a,b).
Daca f € C™*"'(a,b), atunci pentru orice x €(a,b) avem

J+l-oni

k ) ) —N—
R YL LY SR

60) S9=P x5 4 S0 S,

unde u,, €[min{x,,x,,...,x,,x},max{x,,x,,..,x,,x}], je{0, .k} s

w(x)= f[(x—xj).

Demonstratie. Vom derivim de k ori identitatea (17) din Teorema 8.10 §i vom
tine seama de Teorema 8.24.
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Capitolul 9

Integrare numerica

9.1 Aproximarea integralelor definite

Fie f:[a,b] > Ro functie integrabili Riemann pe [a,b]. Uneori este
posibil, folosind o primitiva a lui fsa calculam

(1) I(f) = [ f(x)ax

De cele mai multe ori cunoastem numai un numar finit de valori ale functiei pe
intervalul [a,b]. Ne propunem si aproximdm (1) in aceasta situatie.

Consideram spatiul (Ta,b], spatiu Banach in raport cu norma

@ I7]= maxlrco).

xdab

In spatiul dual al lui (Ta,b], (C[a,b])", norma este definiti prin

S N R G By

Pentru fiecare n € N,n>1, considerim k, puncte, {x/,...x; } cla,b] $1 k,

valori reale {ay,...,a; } ¢ R. Definim
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(4) 0, €(Cla, b)), 0,(f) = 2a,-"f(x,-") |

0, (f) se numeste formuld de cuadratura pentru calculul integralei (1).

Propozitia 9.1 Sunt adevarate relatiile:

0 [1|=5-a
OYAE :Z‘a?"
Gi)|[-Q,|=b-a +i|a,"l.
Demonstragie. (i) Avem |I(f)|= j f(x)dq<(b-a)|f|. Prin urmare este
adevdrati relatia |/] <5 - a.Dar 1(1); b~a<|I|1, de unde |I|=b-a.
(if) Calculam
0.()|= ,.2“”("'") < Z a’|fe) < Z a’li7l-

k’l
Deci avem ||Q,,||SZIa,’.". Consideram acum o functie f,:[a,b] > R astfel

i=1
incat f,(x")=sgn(a”),i=1,k, , pe intervalele [x",x",1,i =1Lk, —1, f, este
linia poligonald care uneste punctele (x],f,(x')), (x,,f,(x},)), iar pe
intervalele [a,x'], respectiv [x; ,b], dacd sunt nevide, functia f, este o

constantd egala cu sgn(a]), respectiv sgn(aj ). Avem f, €Cla,b),|f,| =1 si
k, kn

Qn(fO): Z Qn l.f0||= Qn : Q" 2 Z
i=1

i=1
k’l
<fi+lelsb-a+

2e < 2mu; (x-x")) si e<x]-a,e<b-x;] daci x/-a=#0, respectiv
<i<k, n

< Prin urmare all.

al

(iii) Avem

-2,

a]l. Alegem acum ¢£>0, astfel incit

b~ x; #0. Construim o functie f,, continud, poligonala pe [a,b] astfel incat

So(x')=—sgn(al), fo(x" t&)=1Li=1Lk,,
S =Ltelx +¢ex, ~€li=Lk, ~1,

i+t
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fo()=Ltela,x’—¢],dacd x] —a=0,
Jo() =11 €[x; +¢&,b),dacd b—-x; #0.

Din constructie ||f,[=1.

k, k, x+g
Avem Q,(f))=-D|a’| si I(f)=b-a-) If(x)dx >b-a-2&,. Prin
i=1 i=1 -

a’|-2&,. Pe de alta parte avem

urmare 1(f0)_Q"(fo)2b—a+kZ"

1(f)) - 0, (f) <) = Q. Ifol = | - Q.|| Am obtinut astfel inegalitatea
kn
l1-0.|2b-a+3 |a7|- 26,
i=1

de unde

I7-0,]> b—a+i\a:\.
i—1

Teorema 9. 2 Sirul (Q,),., < (Cla,b]) converge punctual cdtre I dacd si
numai daca sunt indeplinite relatiile:
(V) exista M > 0 astfel incdt pentru orice n > 1,

nxl

oM

(i) exista un subspatiu liniar G c ([a,b] astfel incdt G= Cla,b] s§i pentru

orice f €G,0.(f)—>I(f).

Demonstratie. Presupunem ca pentru orice f €(la,b] este adevirata relatia

0.~ 1(f).

Pentru f fixat, existd unrang N, € N astfel incét pentru

nz N J0.(NH-1(NH]<1=
1) +1Q(f)

o.(f )| < M,. Din principiul mérginirii uniforme (Teorema 3.10) avem

0, =(N)f+1.

Consideraim M, = max( Oy (f )‘. Avem pentru orice

ERRRE |

nx1,

(?). Relatia (77) este evident indeplinita.
Presupunem acum ca sunt indeplinite relatiile (¢) si (é7). Fie f €(la,b].

Pentru £>0 existda f,eG astfel incit |f-f,|< vem

& A
2AM +|I1])
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O,(fo) = 1(f,). Exista astfel N_ €N cu proprietatea pentru orice numar

natural n, n> N_

Q,,(fo)—l(fo)| <§. Pentru n> N_avem

Q,(NH-1(f)<
(10

0,()- 0, (S)|+
I = £of +

O, (fo) ~ 1)+ 1) = 1(fy)| <
0,(f) - I s M +|IDIf - fl HI0.(F) - 1(fy)| < &

Consecinta 9.3 Sirul (Q,),., < (([a,b])’ converge slab catre I daca si numai
daca sunt indeplinite relatiile:
() Exista M > Q astfel incdt pentru orice n > 1,

0.l M.

(if) Pentru orice f €G,Q,(f)— I(f), unde G = Sp{l,x,x*,...,x*,...}, spatiul
polinoamelor cu coeficienti in R.

\,
N\
N

Demonstratie. Este suficient si folosim teorema lui Weierstrasse. Orice functie
continud pe [a,b] este limita uniforma a unui sir de polinoame.

Consecinta 9.4 Sirul (Q,),,, < ((la,b]) nu converge in sensul normei in
((la, b)) catre I.

Demonstratie. Este suficient si observim ci |/ - Q,|=2b-a.

9.2 Formule de cuadraturi obtinute prin
integrarea polinoamelor de interpolare

Fie f:[a,b] > R, o functie integrabila. Fie {x,,x,,...,x,} € R, distincte

n
doud cite doud, a,,a,,...a, € N\{0}si m=) a,. Presupunem ci existd

i=1
SY(x,), pentru i= 1n, Jj=0,a, —1. O formuld de cuadraturd obtinutd prin

integrarea polinoamului de interpolare al functiei f atasat datelor de mai sus, se
construiegte astfel

0.0 :_[P(f;x,,...,xl,...,x,,,...,x,,;x)dx.
% —_— —

a,-ori a, —ori
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Restul la aproximarea integralei este

R, ()=1(f)-0n(f)= jf[xl, Xpyr X x,.,X]H(x x,)dx

[21] -on o, (7"!

9.2.1 Formulele Newton-C(‘)tes
b-a

Fie f:[a,b] > R, o functie integrabila, neN,n>21 si1 h=

Consideram reteaua de puncte: x, =a+ jh,j= 0,n. Formula de cuadratura
Newton-Cotes corespunzitoare retelei de puncte considerate este

() 0y (= jP(f Xo, Xy, X, X)de
iar restul la formula de cuadraturi este

(6) R™(N=1()-0, ().
Propozitia 9.5 Sunt adevarate relatiile:

()0 (f) = (b-ayy H! f(x,), unde pentru i = O,n avem

i=0

. DT
@ "= tl(n—l)'

(i) Daca f €C™'[a,b] atunci

jr(z—l) =i+t —i=1)..¢—n)dt.

(n+l)

+1)!
(iiiy 1(P) = QY (P) pentru orice P polinom de grad cel mult n.

n

£y j (¢ = 1)...(t —m)|dt .

@) |I()-0 ()< “

Demonstratie. (i) Avem, conform formulei lui Lagrange
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(x—x,). . (x—x Nx—x,,). (x—x,)
O, = x,)...(x, =%, Nx, = x,,)..(x, —x,))

P(f3%055%,;%) = Zf( )

Calculdam integrala polinomului

N-C Z "(x—xo)...(x~x,._,)(x—x,.ﬂ)...(x—xn)
o (f)=§f(x.-)! o

\

Cu schimbarea de variabild x = x, + thavem formula (7). h

(i) Conform Propozitiei 8.14, pentru orice x €[a,b], existd £, €[a,b] astfel
incat

(n+1)
£ = PUixgyi) + 8 e (x-x,).
(n+1)
Prin'urmare
e (n+l)(§ ) ||f(n+l)
ll(f) 0, (f)l I D) x-xg)..(x—x, (+1)'I|x x| |x xld.'x

Cu schimbarea de vaniabild x = x, + th avem formula (8).
(iii) Este suficient sd observim ci este adevirata relatia

P(x) = P(P;x,,...,X,;X)
pentru orice polinom de grad cel mult ».

Propozitia 9.6 Sunt adevdrate relatiile:

G) H' =H’,,i=0,n,
Gi) Y H; =1,

=0
(iii) Pentru n par avem:

O () = [ P(f3%0,%,,,%, %, %)k

2

Demonstratie. (i) Avem
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n (_1)l r . .
H!, =m!t(r—1)...(r—n+1+1)(t—n+1—l)...(t—n)a't.

Prin schimbarea de variabila ¢ = » — 5 avem

H), =- ), j( D"'s(s=1)..(s—i+)s—i—-1). (s—n)dt=H.
Nn-ilns

(#7). Aplicam Propozitia 9.5. (iii) pentru polinomul constant P(x)=1.

(#ii). Conform Teoremet 8.10, pentru x €[a,b]avem

P(f;.\’o, 4 n’ n’x) P(f xo’ 2 n’x)+f[x0’ 2 n’xn](x x )l—[ (x x)

2 2 2 =0

Este suficient si demonstram ca pentru » par In(x—x,.)dr:O. Cu

a 1=0

schimbarea de variabild x = x, + th in integrala este suficient si demonstram

I= In(t —i)dt = 0. Schimbarea de wvariabild in integrala, = n—s conduce

0 i=0
la relatia

jl-li[(t—i)dt = (—1)"*'j.ll[(s—i)ds.

0 i=0 0 i=0
Cum n este parrezultd /=0.

Propozitia 9.7 Sirul (0" ), < (Cla,b))’ nu converg punctual cdtre |.

Demonstratie. Din Propozitia 8.1 avem . Pentru a demonstra

n

N-C| _ n

F =2l
i=0

propozitia este suficient sa demonstram c@ nu este indeplinitd conditia (i) din
Teorema 9.2. Ardtam ci

n (1)"2 £ e N
H] = nin~3)1) (e =)t =3)..(t = n)dt .

) . (_1),, k+1
C tapla @, = ——————— |t(t- 1t -3)...(¢t —n)dt,k =0,n—1 avem:
u notafia a; Zn(n_z)!!( Xt =3)...(t=n) v
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all = 2)|It(]—t)(3 0..(n- t)dt_ﬁjt(l—r)ﬁ—t)...(n—t)dt
i

Sirul y, = 2—(1:—2575( ——) A(n- —) n>2 esteun gir crescator care
satisface relagia y,,, =y, +, % 2y, +y, E Din ultima’ relatie avem
Vo 2Yst ¥, (-+%1+ +—) din care rezultd y, — +o0. Am demonstrat
astfel
a| < 2)'It(t )3-1)...(n— 1) _———)2(2 D3-1)..(n-1) ——n—l
al _ﬁjt(t—l)ﬂ—t) n =1yt < i _2)|6(3 2)...(n- 2)——
a, _mn——z)!nf (e -DG—1).. (n—f)dt < 2n(n1_ 2)!2(”1’_‘31)' n(’:z 13) %

- <(—1_2Y J 101G =0...(n- 1) < 2n(n—2)! n’i!z N 2(:_-12)

Pentru / = 3,n -3 avem:
i+1

s—l_z—)!jt(t—1)(l—3)...(t—i)(i+1—t)...(n—t)dt

n
i

2n(n
< 1 l+1 i I)'<(n—2)((1—1)S(n—2)(n—1)£2
2n(n-2)1i- aCc! ac? n
a sn_l+ n-l +(n—3)3s2.
pur n 2n-2) n 2
. | n-1 n-1
Prin urmare |H2l: Z{;a, > la —Zl: a; I—> +a0
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n/H"

L1l
2 2

, 1 4 1
6 6 6

, L3 31
8 8 8 8

, 1 032 12 32 1
9 90 90 9 90

5 19 75 S0 50 75 19
288 288 288 288 288 288

6 41 216 27 272 27 216 41

840 840 840 840 840 840 840

Tabloul coeficientiilor Newton-Cates.

9.2.2 Formulele Newton-Coétes sumate

b —
Fie f.[a,b]— R o functie integrabila Riemann, k € N,k 21,8 = —k—“

Consideram nodurile echidistante cu pas & , y, =a+ j6,j =0,k.

k-1Yin
Avem I(f)=) I f(x)dx. Pentru neNn>lh= s folosim formulele
i=0 4, h

Newton-Cotes pentru calculul integralelor urmatoare

[7eodde =63 17701+ W+ R ()

Yi

R= | f00sy, +n [ T 53, — i)

Formula sumatd Newton-Cotes este

n

M) =S 8 HIf(y, + jh).

=0 j=0
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lar restul la formula sumatda Newton-Cotes este

RSN =T R().

Daci / € C™'[a,b] atunci

(n+1) n+2 n
|R:,C(f)\ I I(” “) kﬂt(t—l)...(t—n)ldtk_—wm.

(n+1)!
Propozitia 9.8 Sirul (Q0).), €(Cla,b))’ converge slab catre I.

Demonstratie. Conform Propozitiei 9.1 avem

k

-1 n

|_b—a
ok

1=

N-C
”Qk.s

5| = -a2 |
7=0

O

care demonstreazi ci sirul ("Q,ff o

este marginit. Pentru orice p >0 avem

<(yP %‘ x” P (P)(""‘) b .

Conform Consecintei 9.3. Q) (f)——=—>1(f).f €Cla,b].

9.2.3 Formula trapezelor

Formula trapezelor este formula Newton-Cotes pentru 7= 1.

N 1
Aveminacestcaz h=b-a,x, =a,x, =b,H, = H =—. Astfel avem

©) 07 (f) = ”%’[f(a) + (6]
(10) RT(f) = 1(1)- 07 () = [ fla,b,x)(x —a)(x - by
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Daci f €(C’[a,b], folosind Teorema de medie pentru integrala din (10), avem

b
R (f) = fla,b,&f (x - a)(x - b)dx , unde & e[a,b].
Folosim acum Propozitia 8.14 si obtinem restul exact

(1) RT(f):%j(x—a)(x—b)dx:—&—a_)

= S (m

unde 7 €{a,b].
Construim acum o formuli a trapezelor sumati pentru f € C?*[a,b].

Fie k e Nk > ],hzb_a,xi =a+ih,i=ak_. Avem

1) =3 [ 700 = Z{ A5 )+ £ - En 5D ey,

i=0

fi E[xi’x:-o»l ]’I = O,k - 1

Calculand, obtinem formula trapezelor sumata
r h k-1
(12) 0 (f)=5[f(a)+2Zf(a+ih)+f(b)]-
i=1

Deoarece f € C*[a,b] existd un punct & €[a,b] astfel incat
k-1
2SE)=HD).
i=0
Astfel restul formulei trapezelor sumate este

13) RT(f)= —'1’—2-14"(5) - —?—z(b—a)f"(f).

9.2.4 Formula lui Simpson

Formula lui Simpson este formula Newton-Cétes pentru n = 2.
Avem in acest caz

b-a a+b

h=—— 5 x0=a,x,=T,x2:b,H02=H22 !

1 4
6 "' 6
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(14) (=21 @ 472+ 16N,

Pentru ci@ n este par folosim Propozitia 9.6 (iii). Presupunem ca
f €C*a,b] . Avem

a+b a+b

(15 RMO=IH-d(H= If[a, = ble—d Xx——) (x—Byk

Folosim acum Teorema de medie pentru integrala din (15)

a+b a+b a+b

RE(f)= fla, === ~b 5]j(x— )x -

unde £ €[a,b].
Folosim acum Propozitia 8.14 si obtinem restul exact

)’ (x - b)dx

(16) R(D=L2D [xae- 2y pye=-CD gy
unde 77 €[a,bd]. :

Construim acum o formuli a trapezelor sumata pentru f € C*[a,b].

,X, =a+ih,i =02k . Avem

Fie k eN k> 1Lh=2"9
2%k

k-1 %2ix2 _ = S
IN=3. | fexke= Z{"’M6 52 8 10, ) 4475, 5 - 22 22) gy

& €lx,.x, ,1i =0k-1
Calculand, obtinem formula lui Simpson sumata

a7 07 (N) =3/ @+ 25 f (1,443 1 (53.) </ B)].

Deoarece f € C*[a,b], existd un punct & €[a,b] astfel incat
gf("') &)=,
=0
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Astfel restul formulei lui Simpson sumata este

(18) RE(f) = —;’—019‘“”’(«:) - —1’;70(1: a)f " ().

9.2.5 Formula trapezelor cu tangenti

Fie f:[a,b]—> R, astfel incat exista f '(%P—). Formula trapezelor cu

tangenta se obtine astfel

Q f) = J-P(fa+b a+b ¥
Cum P(f: a+b ﬂ x) = f(a+b) f(a+b)( _a+b) obtinem
(19) 0™ (f)=(b- )f(ﬂ)

Pentru f eC?[a,b], restul la aproximare este:

R™(f)= I[f(x) PULEEE 220 o - jf[‘””";” - T2y

F01051m acum Teorema de medie pentru integrala de mai sus:

R7 ()= 11522, f’—illﬂj( - 220y, unde ¢ ela,b].
Folosim acum Propozitia 8.14 i obpnem restul exact:
(20) R"(f)_f (”) j’ (x—“;“b)zax_(b a)’ f"(n), unde 7 €[a,b].

Construim acum o formuli a trapezelor cu tangentd sumat3, pentru

f €C?*[a,b] . Fie k eN,k>1h= bz_ka,x, =a+ih,i=02k. Avem:

1= | o= T Y e b

l—Oxz_

& €ley, %y, 1i=0,k~1
Calculand, obtinem formula tapezelor cu tangenta sumati:

(21) 0 (f) = 2hZf(xz,»+l) :
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Deoarece f € (*[a,b] existda un punct & €[a,b], astfel incat:
k-1
DLE)=HE).
i=0
Astfel restul formulei trapezului cu tangenta sumaté este:
h’ h "
(22) RT ()= h (@)= b-a)f"(&).

Aceasta formuld se numeste si formula dreptunghiurilor. Ea se obtine,

conform Propozitiei 9.6 si astfel O™ (f) = IP( fi— atb. ;X)dx .

9.2.6 Formula lui Hérmite

Aceastd formuli se obtine prin integrarea unui polinom de interpolare.
Fie f:[a,b] > R, astfel incat existd f'(a), f'(b). Avem:

Q"(f) = [ P(f;a,a,b,b;x)dx.

Folosim pentru calculul polinomului de interpolare formula lui Newton

Af:.a,abbx)= f(@)+ flaalx—a)+ flaabx—a)’ + fla,a,bblx—a) (x~b)

Obtinem

@3) 0" (f) = b_Ta[f(a)+f(b)]+ (b-a)’

Lf'(@) - f'(®)].

Pentru f € (C*[a,b], restul la aproximare este
b
R"(f) = fla,a.b,b&][ (x -a)’ (x—b)"dx , unde £ €[a,b].

Folosim acum Propozitia 8.14 §i obtinem restul exact

(b a)’

uv)
@4 R'(H=L (”)j(x ) -ty de=

~———f(1), unde 7 €[a,b].

Construim o formuli a Jui Hérmite sumati pentru f € C*[a,b].

b—

Fie k e Nk>1 h= a,xi :a+ih,i:0,—k.Avem:
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k-1%4

1= [ (k=
Xig — (x,., x) (x,, — )
Z{ e+ fCe N+ ————1f () - ")+ f ()8
S e[xiaxm]a’ =0,k-1
Calculdnd, obtinem formula lui Hérmite sumata
H h - . (b- a)
25) 0O, (f)=3_~[f(a)+2z_:f(a+lh)+f(b)] [f'(@) - f'(B)].

Deoarece f € (*[a,b], existd un punct & €[a,b], astfel incat

3 FIEY = ).

=0
Astfel restul formulei lui Hérmite sumate este

(26) R(f)= kf (== -a) (&), £ elab].

720

9.3 Formulele de cuadraturia Gauss

Fie a,be R i p:(a,b) > R o functie continud pe porfiuni, pozitiva,

b
astfel incit integralele Ix"p(x)dx,k € N,k >0 sunt absolut convergente. O

astfel de functie se numegte pondere.

Fie p(a,b) > R o pondere pe (a,b)si f:(a,b) > R, astfel incat

b
integrala I(f)= I Sf(x)p(x)dx este absolut convergentai. Formulele de

cuadraturd Gauss calculeaza aproximativ astfel de integrale.

In multimea polinoamelor P cu coeficienti in R sau C introducem un

produs scalar:
@7) (f.& = [ F()g()p(x)d. f,g € P

fatd de care P devine spatiu prehilbertian.
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Vom da acum o noua forma pentru Teorema 2.2.6.

Propozitia 9.9 Fie (E,( , )) un spatiu prehilbertian si {x,},., < E o multime
liniar independentd de elemente. Exista atunci {y,}, . .%¢},.n < E astfel incdt
{v.},.y este un gir ortogonal s5i {e,}, , este un sir ortonormal cu proprietatea
ca pentru orice n € N
SPEEe X1y %) = SP Wi, Yseoos V) = SPE0,11 08, )
Elementele sirurilor {y,},., respectiv {e}.., se obtin recurent prin
relatiile:

Yo 1 (x;,y,)
(28) Yo =%X0s€y =575 Vi =X, — €, =
° ° ° ;@,:)ﬁ) ’

Demonstratie. Demonstratia se face prin inductie matematicad. Evident avem
Sp{x,} = Sp{y,} = Sple,}. Presupunem construite {y,,...,y,,}, respectiv

{€,,...,€,_,} in conditiile din enunt. Construim
i-1

yi = xi +Zaiiyj .
J=0
Vom alege coeficientii a, € K astfel incét

O,Y.)=0k=0,i-1.
Avem

TR AETCRATE YRR BEICRREITRONN

Punénd conditia de ortogonalitate avem
X,
a, _ o)
Y Yi?
Din constructie avem §i Sp{x,,x,,....X,} = Sp{ye. V.- >V}

k=0,i-

in spatiul P , in care avem o structura de spatiu prehilbertian data de
produsul scalar (27) multimea {x',i € N} este liniar independent3d. Elementele

obtinute prin constructia din Propozitia 8.9 se numesc polinoame ortogonale,
respectiv ortonormale. Ele satisfac relatiile

) i-) xi’ )
(29) Po=1q,="", p =x" - &Lp)
Jj=0 (pjvpj)

llpo

o =T 2
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9.3.1 Proprietiti ale polinoamelor ortogonale

in spatiul P al polinoamelor cu coeficientii in R sau C avem o structura
de spatiu prehilbertian data de produsul scalar (27).

Propozitia 9.10 Polinoamele ortogonale (p,),., corespunzdtoare ponderii p
satisfac relatiile

(30) p(x)=Lp(x)=x-a,,p,,(x)=(x-a,)p,(¥)-B,p, (x),n=1,
unde

G1) o (XD, P,?

n— =

ppy

2

P
pn—l

22—

Demonstratie. Demonstratia se face prin metoda inductieir matematice. Conform
Propozitiei 9.9 avem

Po(x)=1,p(x)=x- (X, Do )Py =x-a,.

2
pol
Presupunem acum ca p,,..., p, satisfac relatia (30). Notdm

Fa(X) = (x - a,)p, () - P, ()12 1.
Avem

2:0

i1 P ) = X5 Pt ) = QP> Py ) = Bl Prrs Prt) = (P> XPpr) =
Fs1>Pn) =P, P = @ (P Po) = BruiPr 1> P, =0

<rn+l?pk> = <xpn’pk>— an<pn’pk>_ﬂn<pn—l7pk> =0,k<n-2,
deoarece (xp,,p, > ={P,,XP, ), %P, €SP{Ps>---»Pin} -

Pn

Polinomul

n+1

este polinom ortogonal pe Sp{p,,...,p,}, unitar, de grad n+1 si
prinurmare 7, ., = p, ..

Propozitia 9.11 Polinomul ortogonal p, are toate raddcinile reale, distincte in

intervalul (a, b). Dacd x| ,x;,...,x; sunt raddcinile lui p,, atunci

. (xI Iy no(x-x7)
(32) X, = _—, Li = —n—n’l =Ln.
T H( X))
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Demonstratie. Presupunem c@ polinomul p, are coeficienyi in C. Fixdam
iefl,.,n}. Avem p (x)=(x—-x")r"(x), unde r" este un polinom de grad
n-1. Atunci

P, .1")=0 Q" 1"y —x'r" 1"y =0 x] =<xr'—’r’>-

" 2
i

n n n n n n

o T, & xr™y e e

- i 2% _ i 2V —- [ Y |

Deunde x| = = I," 1= ‘," L= x
i i

dl
Prin urmare x" € R. Presupunem acum ca polinomul are coeficientii in R. Daca
p, are o ridicini complexi a+iff atunci se divide cu (x-—a)’+f?,
p,(x) =[(x—a)’ + B*J(x) unde r este polinom de grad n - 2. Avem

(1) =0 (x—a)’r,ry+ B (r,r) =0 |(x-ay| + B> =0

de unde rezultd § =0, care contrazice faptul ci radacina lui p, este complexa.
Dacd polinomul p, are o ridicind multiplda de ordinul 2, @ e R avem
p,(x) = (x —a)’r(x) unde r este polinom de grad n - 2. Prin urmare:

(Par) =0 ((x—a)’r,ryo|x- a)r"2 =0

care conduce la p =0. Contradictie. Pentru obtinerea formulei (32) este

suficient si observim ca pentru i € {1,...,n}, r"(x) = [ [ (x] - x7)L7 (x) . Atunci

J=1
i

G < AN A . xLP L)
P T T i T 7
r" L

Daca a sau b sunt finite avem:

[a(L; () px)de < [ x(L1 () px)de <> a < x]

respectiv Ib(L:' (X)) p(x)dx > Ix(L;' (X)) o(x)dx &> b>x! .

Dar x] #a, respectiv x” # b . In caz contrar
b b
X =a > (x-a)L (0))* pxdde =0, respectiv x =b<> [ (x-BXL; (x))’ plx)ak =0.
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Functia integratad este astfel nuld aproape peste tot, ceea ce contrazice definitia
ponderii.

Propozitia 9.12 Pentru orice n>1, rdddcinile polinoamelorp, si p, ,
satisfac relatia:
n n-1 n n-1 n-1 n
a<x’ <x; <x, <x; <.<x, <x'<b.

Demonstratie. Demonstram propozitia prin inductie matematica. Pentru n =1
afirmatia rezultd din propozitia precedentd. Presupunem afirmatia adevarata
pentru » §i demonstram pentru # + 1. Avem din Propozitia 9.10

p,,+|(x;' )pn+l (x_;l+l) = ﬂ:pn—l (x;)Pn-l(x;q) < O’.] = l’n —1

pn+l(xln) = —ﬂnpn—l(xln)’ pn+l(xr’:) :'——ﬂnpn-l(x:) < 0
lim p,(x) = +0,k 21 lim p,(x) = (-1)* o0,k > 1.

X—»+m0

n+l

Prin urmare existd xJ,; €(x”,x",,) astfel incat p,,(x7;;)=0,j=1n-1. Dar

J+l

liﬁ P, (x)>0,k >1, respectiv limp, (x),k > 1 are semnul (-1)*. Avem astfel

lin’} P (0P, (x7)<0 si limp,,  (x)p,,,(x/)<0. De aici rezultd ca exista

e(x,b) astfel incat p,.,(x/")=p,, (x21})=0.

n+l

n+1
n+1

x" e(a,x]) i x
Propozitia 9.13 Daca ponderea p.(—a,a) —> R este o functie para atunci
polinoamele ortogonale corespunzdtoare ponderii p satisfac relatia

(33) p,(=x)=(-1)"p,(x),n=0.

Demonstratie. Vom demonstra relatia (33) prin inductie matematica.
Conform propozitiei 9.10 avem

a

o pey A TPE Jeopnd  [rptods

ao - - 2 = 2 - = 2
(Po»>Po? ”po " ”po " “Po "

De unde a, =0 si p,(x) =1, p,(x) = x. Astfel formula (33) este adevarati
pentru n=0 §i n =1. Presupunand formula adevirata pentru polinoamele
Do>---» P, demonstrdm pentru p, . Avem
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[x@, ) o) (=X p, () o(-x)c
_PP) _ %

a, = = 2 =—Q,.
<pn’pn> D, ? lp"

si deci formula de recurenta devine

Pra(X)=xp,(x)~B,p,(x).
Dar

Do (—X) = —xp, (-x) ~B.P.(-X)
de unde

P (%) = (-D)"'[xp,(¥) = B, P, ()] = (D)™ P, (x).

Propozitia 9.14 (Formulele Christoffel-Darboux). Consideram sirul (q,),., al
polinoamelor ortonormale, corespunzatoare ponderii p. Atunci pentru x +y

avem
lpnﬂ

6 Zawao)=y

[q2+1 (¥)4, (%) = 4., (x)q, (x)].

9,.(09,(0) - 49,(¥)4,..(»)
x-y

(35) Zq,, (x) = P

Demonstratie. Folosim Propozitia 9.10. Inlocuim p, =

Ak
I

p.llg, s avem

qo(x)=ﬁ—,ql(x)= Tpa (X) =(x~a,)7—4,(0) - B, |I‘D”"qn_,(x),n >1

Pentru x # y avem

l.pm»l

P,

9,.1(0)9,0) = 4,.. ()9, (x) _
x-y x-y

[(x-¥)q,(x)q,(»)+

Pl (4,(94,,0) - 4,)q, , ()]

n-1

Iterdnd aceasti relatie se obtine (34). Pentru formula (35) trecem la limitd in
(B4)cuy—>x.
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Cazuri particulare de polinoame ortogonale.

1. Polinoame Legendre, notate P,, sunt polinoamele ortogonale
corespunzitoare ponderii o [-1,1] > R, p(x) =1.
2. Polinoame Cebasev, notate7,, sunt polinoamele ortogonale
1
Ji-x?

3. Polinoame Cebagev de speta a doua, notatel/,, sunt polinoamele

corespunzitoare ponderii p:(-1,1) > R, p(x) =

ortogonale corespunzitoare ponderii p:(~1,1) = R, p(x) = V1-x* .

4. Polinoame Jacobi, notate P**, sunt polinoamele ortogonale
corespunzitoare  ponderii P (~11) = R, p(x) = (1+x)*(1-x)”,  unde
a>-1,8>-1.

5. Polinoame Laguerre, notatel , sunt polinoamele ortogonale

x

corespunzitoare ponderii 0:(0,+c) > R,p(x)=x%¢*,a>0.
6. Polinoame Hérmite, notate4,, sunt polinoamele ortogonale

2
X

corespunzdtoare ponderii o R > R, p(x) =e"

9.3.2 Formule de cuadraturi Gauss

Teorema 9.15 Fie {a,,...,a,} reale, strict pozitive §i {x,,...,x,} © R distincte
doua cdte doud. Sunt echivalente

0 ()= 3 a,p(x)

pentru orice polinom p de grad mai mic sau egal cu 2n - 1.
@) {x,,...,x,} © R sunt rdddcinile polinomului ortogonal p, corespunzdtor
ponderii p si pentru orice i €{l,...,n} avem

noX—X,

(36) a, = (L)1) =(L,L) ’L‘(x):ljx.—x. '

J=i
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Demonstratie. (i)= (ii): Pentru orice k €{0,...,n—1} vom construi polinomul
r,(x)=x"]J(x-x,), polinom de grad <2n-1. Avem

i=1
(rk’l) = <xk ,H(x— xi)> = Zairk(xi) =0.
i=1 i=1
Deci polinomul s(x)= H(x— x,) de grad n este ortogonal pe
i=1
Sp{l,...,x"'} in raport cu produsul scalar (27), indus de ponderea p. Prin
urmare s = p,. Pentru i €{l,...,n} avem

(L)) = Z":ajL,.(xj) =a, ; (L,L)= z":aij (x,)=aq,

deoarece gradul lui L, este n - 1.(fi))= (#). Fie p un polinom de grad cel mult
n-1. Avem relatiile:

PO) = P, %50 = 3 P (6)

(pl) = [ )P = 3 plx)[ 1, ()p(ote = 3 (e XL,y = T ap(x).

Fie p un polinom cu gradul mai mare sau egal cu n s1 cel mult 2»-1.
Impiértind p la p, obtinem p=gp, +r, unde q si r sunt polinoame de grad cel
mult #-1. Avem

(p) ={gp, +r.1) = (gp, 1)+ (r-1) = (@.P,) + (r.1) = (1)

(pl)=3ar(x)=>apx)

Pentru orice n € N,n>1, vom construi o formuld de cuadraturd pentru

I(f) = [ f(x)p(x)x definita prin

G7) 07N =3 af(x)
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unde numerele {x,...,x,} R sunt radacinile polinomului ortogonal p,
corespunzitor ponderii p, iar coeficientii {q,,...,a,} sunt definiti de formulele
(36).

Teorema 9. 16 Sunt adevdrate afirmatiile:

() I(p) = Q% (p) pentru orice polinom p de grad cel mult 2n - 1.

(i) Daca f € C*"(a,b) si existd sup | FA (x)l atunci
xe(ab)

(38) 1) - 02 ()| < 2 sup lf‘“’(x)l

(2 M xec
(i) Daca p € Cla,b] atunci Q° ——> I in (la,b].

Demonstratie. (i). Rezulta din Teorema 9.14. Pentru (ii), conform Teoremei 8.10
pentru orice x €(a,b), avem

S =P(f;x,x,,...,x,,%,;,%) + fx;,%,,...,x,, n:x]P (x)

gradul polinomului de interpolare fiind cel mult 2n - 1. Din (/) avem
b
1) = Q7 () + [ fxy.x,,000 %, %, X1P] () p(x)ebx

Dar pentru cd f € C*"(a,b), existd £_ e(a,b), astfel incit

SO
2n)!
in final avem ‘I NH-0°(f )| < sup |j(2") (x)” p’(x)p(x)dx care reprezinta
x€(ab) 2

formula (38). (iii). Este suficient si aritim ci sunt indeplinite conditiile din
Consecinta 9.3. Avem

f[xlrxl’ bl n’ nax]

=Ya, = 10) = [ oty

Pentru orice keN avem I(x*)=Q°%(x*),k<2n-1 Prin urmare

Q° (x*)—— I(x*), deoarece pentru n > ket avem I(x*)=0°(x").

Propozitia 9.17 Coeficientii {a,,...,a,} satisfac relatiile:
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b 2
(39) a =—1 PaX) 4 =1

i ’ 2 N ,n.
@, ()"« ¥~ %)
40) g =[O g Ta
(4, (x,)? a x=%)
(41) a, = - P ! - ,i=1Ln.
L q9,..(x)q, (x;)
42) 1S i=Tm,
ai J=1 !

Demonstratie. Calculam a, dupa formula (34)

p’(x) (x—x.)z)
L (x)p(x ( - 65%3
j(”)‘b‘j Y\ i) )
B . - X, 1 . P, - . . .
Inlocuim ey =7 si ¢, =" in relatia de mai sus si obtinem
pn (x) pn (xl) l'p"

formulele (39), (40). Pentru formulele(41) vom folosi pentru a, formula

jL (D)) = j 2.0 (" %), ot
q,(x)

fnlocuim >~ e, = ,1 si obfinem a, = Iq"( x) p(x)dx
O g (x) g, (x,)%

Folosim acum Formula Christoffel-Darboux

- n+ n+ x) n (xi ) - qn (x)qrn (xi )
qu(x)q,(x,.)z IP 1) 90 ()4 l .
k=0 n 2 xi
De aici
n+ xi In X p"
2 &4, _ LS g ().
X - X ne1]| k=0
inlocuim in formula lui a, si obtinem
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1 nth 1
a,= q,(x)q,(x,)p(x)dx =
pg s L s

unde la ultima egalitate am folosit ortonormalitatea sirului (g, ),.,- Acum in a
doua formuld Christoffel-Darboux inlocuind x cu x, obtinem

Zq (x,)= —qlp | (54, (%),

n+1

Inlocuind aceasti identitate in formula (41) obtinem (42).

Exlemplu. Vom construi formula Iui Gauss pentru ponderea
p(x)=1x e[-1]1].
Polinomul Legendre ortogonal, de grad » este:

5 oin _n!
P (x)=c,((x" -1 )()Cuc..—zz—n)—!-

Este suficient sa aritam relatia (p, P,) = 0, pentru orice polinom de grad

n

cel mult n-1 Folosind formula de integrare prin parti avem

ny\(n) . k-1 __(k-1) ny(n-k)|[1
(p2)=1, 5l I pe)(x* - ") e = o ), € (CaR Vi Rl I
+H-1)" J’ PO (x)x - 1)"de =0
_Calculim norma polinomului P,:
2 _ _n l 2y e
P, —(P",Pn)—(zn)!:[((x 1)) x"dx .
Integrand prin pir;i avem:
2 _ (n)? (n)*2>' n)?2"V2
P 1 = p|="1 X
I (2n )'( ) I( T (@m) (@n+1) L 2n)!'V2n+1

Fie {x,},...,, radicinile polinomului P,. Formula Gauss in acest caz este

07 (f) =Y a,f(x,). Coeficientii sunt calculati din formulele (41)

i=1
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I)n2 .
P L) E— Y
‘ "”(X)P(X)

n

2.

Avem adevirate relatiile

P, (x)= C,,H((xz _ l)ml)(ml) _
=€, [((x> =DV (¢ =)+ 2(n + Dx((x* =DM +n(n+ 10" - 1))
(> =D (® ~1) =n(n+IN(x* -D")"P

de unde

Pra () = 2212 - Dp, (x)+2(n+1xp,(x)]

n

P (x)=221(x~1)p, (x,).
C

n

Cu aceasta relatie obtinem

o\ |2.|" @n+1)
A= xR

i=Ln

Observam cd pentru pentru f €(Cla,b], putem folosi aceasta formuld de

b
cuadratura la calculul integralei /(f) = I f(x)dx , deoarece avem egalitatea:

jf(x)dx— jf(‘”” i oy
in acest caz avem ) ’
0° (f)——Z f("—”’ ”—“ x,).
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Capitolul 10

Metode numerice de rezolvare a
ecuatiilor diferentiale

10.1 Problema Cauchy

Fie f:[a,b]xR" - R", f(x,y) = (f,(x,)),-... [, (x,y)) .
Consideram ecuatia diferentiald de ordinul intai

ey y'(x) = f(x,y(x)), x €[a,b].

O solutie a ecuatiei (1) este o functie y € C'[a,b] care verifica ecuatia.
Spunem ca pentru ecuafia (1) se pune Problema Cauchy, daca se cere
determinarea unei solutii y pentru ecuatia (1), astfel incat valoarea sa intr-un

punct x, €[a,b] sa fie y, e R". Perechea (x,,y,) €[a,b]x R" reprezintd
conditia initiald.
Problema Cauchy pe care o vom considera este

2) {“'(x) = f(x,u(x)),x €[a,b]

u(@)=a €R”

Presupunem ca (2) admite solutie unica u:[a,b] > R".
in spatiul (Ja,b], al functiilor continue pe [a,b] cu valoriin R , vom
folosi norma ||g| = maleg(t)".

tdab
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Fie he(0,b—a] i N, = {Ta} - Notim

[a,6], = {x =a+ jhj=0,N,}
reteaua de puncte echidistante, cu pasul h,de pe intervalul [a, b] si
[a,b], = {x=a+jHj=0N, -1}
refeaua redusa de puncte echidistante, cu pasul h, de pe intervalul [a, b].

Pentru fiecare s e€(0,b—a] consideram a, €eR” si o functie
fi.:la,b], xR" - R". Atasam Problemei Cauchy (2) sistemul de ecuatii:
u,(x +h)—u,(x)

3) h
u,(a)=a,

= £,(x,u,(x)), x €[a,b],

care determina valorile functiei #,:[a,b], &> R".
Relatiile (3) se numesc ecuatiile apropiate atasate Problemei Cauchy (2)
sau metoda de aproximare pentru Problema Cauchy (2).

10.2 Consistenta metodelor de aproximare

Pentru fiecare 4 €(0,b — a] definim eroarea de trunchiere

(4) T.[a,b], — R",T,(x)= "(”}2_ uX) _ £ (xou(x)).

Metoda de aproximare (3) este consistentd cu Problema Cauchy (2) daca

(5) !'irr(}(”a,, -af+ max |7, (x)|) = 0.
- xda,b],

Pentru r > 0, notdm prin G, multimea compacta

(6) G, ={(x,y) €[a,b] x R"

Ly—u(x)”S r}.

Metoda de aproximare (3) este consistentd de ordinul p € N,p>1 cu Problema
Cauchy (5), daca exista M > 0,h, >0 astfel incat
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(7) ler,, — @]+ max |T,(x)| < MA”,h<h,.
ze{abl,

M se numeste constanta de consistentd.
Vom spune ca functiile (f,),., stabilesc o conditie de tip (L) daci existd

r>0,L>0,h, >0, astfel incat

(8) [£uCe.) = £u e, 37| < L]y - y'|
pentru orice (x,y),(x,y") €G,,h<h,.

Teorema 10.1 Fie r >0 §i f € C(G,). Sunt echivalente:
(1) Metoda de aproximare (3) este consistenta cu Problema Cauchy (2).

@ i, o = 0.fm max ] x.) - £, )] =0

Demonstratie. Pentru once x €[a,b]; avem:

u(x+h)—u(x) e

W)= 5 [0 - uGol

h
“u(x + hl)1 —u(x) (%) < tggﬁll w'(f) - u'(x)" '

Functia u":[a,b] —> R" este uniform continua pe [a,b]. Atunci pentru
orice £>0, existd 7, >0, astfel incat pentru orice s,s’ €[a,b], s—s'| <,
avem  |u'(s)-w'(s’)|<e. Prin  urmare, dacd h<p, avem
max 1|| u'(f)—u'(x)| < €. Am demonstrat astfel relatia:

lim max Hu(x +h) —u(x)

u'(x)|=0.

h—0 xab], h
Daca tinem seama de identitatea urmatoare:

Ty = DIy £ () - £, 30, b,

teorema este demonstrata.
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Teorema 10. 2. (i) Metoda de aproximare (3) este consistentd cu Problema
Cauchy (2) si functiile (f,),., Stabilesc conditia de tip (L) data de relatia (8).
Atunci existd h' > 0, astfel incdt pentru h < h' avem

©) @ -1 (a, - o] + (x-a) max| 7, (et x ela,b),

(i) Metoda de aproximare (3) este consistentd de ordinul p cu Problema
Cauchy (2) si functiile (f,),., stabilesc conditia de tip (L) datd de relatia (8).
Atunci exista h' > 0, astfel incdt pentru h < h' avem:

(10) |, (x) - u(x)| < (1+ x —a)MhPe" =" x [a,b],,
unde M este constanta de consistenta.

Demonstratie. (i) Demonstratia se face prin recurentd. Pentru x = a relafia este
adevarata.

Deoarece metoda de aproximare este consistentd cu Problema Cauchy (2) avem

lim( |, — o] + max |7, (x)|) = 0. Prin urmare exista 4’ <h, astfel incat pentru

h<h',

a, - a” + IIEI(I%""];,(X)” < % R unde ¢ = (] +bh _a)eL(b—a) _

Presupunem relatia adeviratd pentru x €[a,b]; si o demonstrim pentru x + h.
Folosind ecuatiile apropiate §i expresia erorii de trunchiere avem:

u, (x +h) —u(x +h) = u,(x) + hf, (x,u,(x)) - hT,(x) — u(x) — hf, (x,u(x))
o4y e + ) — (e + Y| < |, (x) - u(x)|+ Al f, (x,u,(x) - £, (e, u(x))| + AT, (x)| .

Din ipoteza de recurenta este adevirata relatia

(0~ )| < 1+ b~ a)a, ~ ] + max |1 (e
Pentru h<h' avem (x,u,(x)) €G,. Folosind acum proprietatea (L) avem

iy, ¢ + h) = e + Y| < (1 + AL Yo, () — ()| + AT, ()] < € oy () — ()] + AT, ()
Folosind inegalitatea din ipoteza de recurenti se obtine relatia (9).
(i) Demonstratia se face prin recurenti. Pentru x = a relafia este adevirata.
(1+b-a)Mh?e' " ———0.
Prin urmare existd A’ < A, astfel incat pentru 4 < 4’ avem
(Q+b-a)MhPe'®® <r.
Presupunem relatia adevirata pentru x €[a,b];, si o demonstram pentru x+ A.
Din ipoteza de recurentd |ju, (x) — u(x)| < (1+ b —a)Mh*e"®®.  Pentru
h<h' avem (x,u,(x)) €G,. Folosind acum propretatea (L) obtinem
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Jo0, G+ ) =1+ B} < (1+ P, () — )| +H| T, ()] <™ 1+ x —a)e ™ M” +H|T, ()|

Deoarece metoda de aproximare este consistentd, de ordinul p cu Problema
Cauchy (5), avem:
le, — a|+ max |7, (x)| < Mh? ,h<h,.
xdab],

De aici se obtine
"11,, (x+h)—u{x +hj| < (1+x-a)e " Mr? +hV#® <(1+x+h—-a)e"=" > Mh® .
"uh (x) - u(x)" < (1 +b- a)("ah - a" + Ig]aag](h”]; (t)")el-(b—a) xe [a,b]h.

10.3 Convergenta metodelor de aproximare

In continuare vom folosi notatia:
Dyv(x) = v(x + hz - v(x)
diferenta divizata a functiei v:[a,b], — R” corespunzatoare pasului A.

,x €la,b];,

Teorema 10.3 Presupunem cd functiile (f,), indeplinesc conditia (8) de tip (L)
si f €C(G,). Sunt echivalente:
(i) Metoda de aproximare (3) este consistentd cu Problema Cauchy (2).

(i) lim gﬂ"uh (x) - u(x)| =0, lim x]g[lfgi"Dhuh (x)-u'(x)|=0.

Demonstratie. (i) = (ii). Vom folosi pentru inceput Teorema 10.2. Existd
h’ > 0 astfel incat pentru A < h’ avem:

i, )~ )] < (e, - a + (x - @) max |7, (e, x €la,b),.

De aici prin majorare obtinem:
lu, (x) - u(x)| < A+ b-a)|e, - of| + max |7, @|pe*®?, x e[a,b],.

Din consistenta metodei de aproximare avem:

im(lr, ~ ] + max T, =0.

de unde prima relatie (i/). Pentru cea de a doua relatie calculam

D,u,(x) - u'(x) = D,u,(x) — D,u(x) + D,u(x) —u'(x),x €[a,b},.

Dyu,(x) - Du(x) = f,(x,u,(x)) - £, (x,u(x)) - T,(x),x €[a,b], .
207

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Din prima relatie (ii), existd h >0, astfel incit pentru A<h avem

max |, (x) — u(x)| < r . Prin urmare (x,u,(x)) €G,, pentru 4 < h, . Astfel avem

1Dy, (x) — DyuCe)| < e, (x) — u(x)| + |7, (), x €la.b];.h < h.
Deoarece f €(C(G,), folosind prima parte a demonstratiei Teoremei 10.1,
avem relatia lim max Ilu(x th-ux) u'(x)

h—0 xdapbl, h
in final folosim conditia (L) si avem inegalitatea

=0.

"D,,u,, (x)- u’(x)" < L||u,, (x)- u(x)" + "D,,u(x) —u'(x)

,x €la,b], h< h,

de unde obtinem a doua inegalitate (ii). (if) = (i). Folosim Teorema 10.1.
Avem din prima relatie (i), |, - a| < max b, (x) - u(x)|—=5— 0. Dar

|f e, u(x)) = £, (e, u(x))| <|

echivalent cu

|f Ce,uCx)) = f, e, uCe))] < ' () = Dy, () + | f Co,0,, () = £, Ce,u())

u'(x) ~ Dy, (x)]| + [ Dytey () = £, (6, u(x))

Din prima relatie (if), existd A >0, astfel incit pentru h<h avem

max 4, (x) — u(x)| < r . Prin urmare (x,u,(x)) €G,, pentru A< h, . Astfel

1/ Ce,u(x)) = £, (xux))| < ' x) = Dyt ()] + Ly () - u(x)

h<h,.

Folosind acum (i7) avem

lim max ||f(x,u(x)) -7, (x,u(x))" =0,

h- 30 xe{abl,
care demonstreaza consistenta metodei.

Erorile care se fac prin trecerea de la ecuatia (2) la ecuatiile apropiate (3)
se numesc eron de discretizare. Teorema 10.3 spune ca aceste erori sunt mici
atata timp cét h este mic.

in practicd, la trecerea de la ecuatia (2) la ecuatiile apropiate (3) se fac
erori de rotunjire, care nu descresc neapdrat in raport cu h. Se pot da conditii de
stabilitate astfel incat erorile finale sa rimina in anumite limite.

Pentru fiecare h €(0,b — a] consideram o, € R" i o functie
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S, [a,b], > R".
Atasam ecuatiilor apropiate (3) sistemul de ecuatii:

v, (x +h) - v, (x)
an h
vw@=a,+o,

= £, (6, 4y () + S, (%), x [a,b],

care determina valorile functiei v,:[a,b], &> R". Aceste ecuatii se numesc
ecuatiile perturbate.

Metoda de aproximare (3) se numeste stabild daca are loc proprietatea:
existd A, > 0, astfel incat pentru orice £ > 0, existd 77, > 0, astfel incat pentru

orice h, h< h,, daca
los]|+ max s, (o < 7.
atunci

xrel[laa,iax]hlluh (x) - v, (x)|+ xerg%(];,”Dhuh (x)=D,v,(x)|<¢.

Teorema 10.4 Presupunem ca functiile (f,), indeplinesc conditia (8) de tip
(L) §i metoda de aproximare (3) este consistentd cu Problema Cauchy (2).
Atunci existda hy, >0, &,>0 astfel incdt pentru orice h, h<h, avem

losll+ max

@) |u, () - v, @) < (Jou]| + (x - a) max IS, (Oe =2, x e[a,b],.
(i) | Dy (x) = Dy ()| < L, () = v, )| + ||S, ()] x €[a,b];.
(iii) Metoda de aproximare (3) este stabila.

S, (x)“ < 0, §i au loc afirmatiile:

Demonstratie (i) Demonstram relatia prin recurenti. Pentru x = a relafia este
adevaratd. Presupunem relatia adeviratd pentru x €[a,b], si o demonstrdm
pentru x + h. Folosind ecuatiile apropiate §i ecuatiile perturbate avem:

ty (x + B) =, (x + B) = 1, (x) + hf, (6,1, (5)) — BS, (x) =¥, (x) —f, (5,9, ()
"uh (x+h)-v,(x+ h)" S lluh (x)-v, (x)" + h"fh (x,u, (X)) — f,(x,v, (x))" + h"Sh (x)"

Din Teorema 10.2, existd A4’ > 0 astfel incat pentru A< h’

i () - ()] < (e, - @] + (x - @) max |7, (¥}, x [a,b],

De aici prin majorare avem
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4, (x) —u(x)| < A+ b - a)e, - | + Irér(x&”]}, (x)|pe .

Folosind acum §i ipoteza avem
[va () = Q)| < ey () = v, ) + oy () — )| <

<elfo |+ max||s, ] + e, - o] + max |7,

unde ¢ = (1+b—a)e'® .
Din consistenja metodei de aproximare (3) cu Problema Cauchy (2)

avem: lhi_r)rg("a 5 —a + max |7,(0)|) = 0. Prin urmare exista h, <h' astfel incat

pentru h<h,, ||a,,—a"+xr£%||7;,(x)"sé. Alegem &, s;rc-. Pentru A<h,

avem (x,u,(x)),(x,v,(x)) €G,. Folosind acum proprietatea (L) avem

s, G +1) v, (e +h)| <(1+ADYu, (x) - v, () +AS, ()] <
<e™ (1|o'hn +(x—a) ‘&rﬁ' "Sh (d'yuxka) +H|Sh (le < (]lah“ +(x+h—-a) ,gf,,’i IlSh (tjwb(.ﬂh—a)

(i) Este suficient sa observam relatia

Dyu, (x) = D,v, (x) = h(f, (x,u,(x)) = f,(x,v,(x))) - §,(x)

si sa folosim (7).
(#ii) Pentru h < h, avem

,’e‘(‘ﬁ?}h""». )= v, (o} + !E‘(?.’:,;"Dhuh (x) - Dy, )| <((c +cL + o, | + max IS, @b

£

Fie £>0. Dacd definim 7, =min(J,, ), stabilitatea metodei de

1+c+cL
aproximare este probata.

10.4 Metoda de aproximare Euler

in cazul metodei de aproximare Euler se definesc ecuatiile apropiate
astfel:

(02 u,(x +h})' —u,(x) = f(x,u,(x),x € [a,b]h’ |

u(a)=a

Teorema 10. 5. Sunt adevirate:
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(!) Daca exista r >0, astfel incat f €C(G,), atunci metoda Euler este
consistentd cu Problema Cauchy (2).

(if) Presupunem ca existd r >0, existd L,>0 astfel incdt pentru orice
(x,3),(x,y") €G, avem |f(x,y) - f(x,y")| < Ly|y - y'|. Atunci functiile (£,),
indeplinesc conditia (8) de tip (L).

(iii) Dacd existd r >0, astfel incat f €C'(G,), atunci metoda Euler este
consistentd de ordinul intdi cu Problema Cauchy (2).

Demonstratie. (i) Rezulta imediat prin aplicarea Teoremei 10.1. (i/) Conditia
este indeplinitd pentru G ,L = L,,h, = b —a. (ii) Eroarea de trunchiere in acest
u(x+h)—u(x)

caz este: 1,(x) = p f(x,u(x)),x ela,b],.
Pentru orice x €[a,b]; avem:
u(x+hz— u(x) u'(x) = {;"[u,(t) (),
de unde
o= =) ) < e ) -l < o

Constanta de consistentd este M = [u”|.

10.5 Metoda de aproximare Euler-modificati

in cazul metodei de aproximare Euler-modificati se definesc ecuatiile
apropiate astfel:

u, (x +h)—u,(x)
(13) h
u(@=a

- f(x+§,uh ) +§f(x,u,,(x»,x cla,b),

Teorema 10.6 Sunt adevdrate:
(i) Daca exista r >0 astfel incdt f €C(G,), atunci metoda Euler-modificata
este consistentd cu Problema Cauchy (5).
(if) Presupunem ca existd r >0, existd L, >0, astfel incdat pentru orice
(x,9),(x,y") €G, avem |f (x,y)~ f(x,y")| < Ly|y - ¥'| . Atunci funciiile (f,),
indeplinesc conditia (8) de tip (L).
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(iiiy Dacd existd r >0, astfel incat f €C*(G,), atunci metoda Euler-
modificata este consistentd de ordinul doi cu Problema Cauchy (2).

Demonstratie.(i) Folosim Teorema 10.1. Pentru x €[a,b];,

b+ 2)-(5) 10
h
<l

Daca alegem h < "1:—'" atunci (x + g,u(x) + gf(x,u(x)) €q,.

<r.

(x+g,u(x) +gf(x,u(x)) eG, &

Avem

u(x+§)—u(x)—§f(x,u(x»

< lu(x + g—) —u(x)

Functia f este uniform continud pe compactul G,. Atunci pentru orice ¢ >0,
existd 7, >0, astfel incit pentru orice (1,y),(t',y') €G,, cu proprietatea

t=tl<n.ly-y|<n. avem |f(t,3) - f(&

Ptin urmare

“/(”— u(x)+ ;'f(x u(x))) - £ (e, u(x))

u(x) +gu (x)- u(x)} —“u I
Am obfinut relafia lim max I, G, u(x)) - f (x,u(x))]| =

<E.

<g&,dacd h< mm(2175,

deoarece

(i) Fie r, > 0,r, <r. Pentru (x,y),(x,y") €G, avem
h
DACORNACSY b "/(Hg,wgﬂx,y» Sy +5f(x,y'»n

Este adevarat (x+g,y+ﬁf(x,y) eG, o

h h
lu(x+5)—y—5

Dacid punem M, = max |/ @, »)| avem

(1,y)€G,

+utx) - A +

Daca alegem # astfel incat sa indeplineascd i condifia #M, +7r, <r, punctele

u(x+2) - y=2 1 ,9) <|utx + 2) - ax)

(x +g,y +§f(x,y)),(x +§,y' + gf(x,y’)) €@, si din ipotez3 avem

212

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Lf, e - £ eyl < Ly -y

r —

2w - sy LA+ 2 Ly-y

d ). Conditia (L) este indeplinita pentru r,,h, obtinuti

0

. ) h
maisus §i L= Lo(l+?°Lo).

unde h, = min(h—a,

(#i7) Eroarea de trunchiere in acest caz este

T = ) gy )+ 5 f (a0, x elabl;.

Fie wu=u,,..,u,),f=f,...f,). Pentru i clLn s x €la,b];, folosind
Formula trapezelor cu tangenti la integrare avem

ui(x+h}),—u,-(x) :%” ()t _u'(x+—)+h:ll"'(€ )¢, €[x,x +h].

X

Prin urmare

|(7;(x)),.! < %"u"’“ + }j, (x+ g,u(x +ﬁ)) - fi(x +é ,u(x) +gu’(x)){,x ela,b],

care satisface conditia
I<i<
(?'y)"ec k=1

Deoarece f €C’(G,) existd L, = max Z |07.-(I,)’)

din propozitia (i1). Dacd alegem A < ” " atunci (x + h Ju(x) + g f(x,u(x)) €G,

§l prin urmare

h2
|(];1(x))1|sa

w1

. u(x+f’2—)—u(x)—gu'(x),

x €[a,b},.

Pentru i € 1,n si x €[a,b], folosim formula lui Taylor §i avem:

"f(x+-'§>=".-(x)+§u:(x)+%u",-(¢,-),¢, cex+ ),

de unde

u(x + g) —u(x) - g u'(x)‘ < :

2
Prin urmare |7, (x) s%(ﬂu'"u + 3Ly, ' Constanta de consistenti este

1 " ”
= oa Qe+ 3L
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10.6 Metoda de aproximare Euler-Cauchy

in cazul metodei de aproximare Euler-Cauchy se definesc ecuatiile
apropiate astfel:

_I_h _ ’
. Mzémuﬁ(w Sle+hu )+ (e ],

u@=a

Teorema 10. 7. Sunt adevarate:

(9) Daca existd r > 0 astfel incat f € C(G,), atunci metoda Euler-Cauchy este
consistentd cu Problema Cauchy (2).

(it) Presupunem cd existd r >0, existda L,>O0, astfel incdt pentru orice
(x,9),(x,y") &G, avem |f(x,y) - f(x,y")| < L|y - y'|, atunci functiile (£,),
indeplinesc conditia (8) de tip (L). ‘

(#i7) Daca existd r >0 astfel incdt f e C*(G,), atunci metoda Euler-Cauchy
este consistentd de ordinul doi cu Problema Cauchy (2).

Demonstratie.(i) Folosim Teorema 10.1. Pentru x €[a,b];,
(x+hu(x) + Bf (x,u(x)) €G, & Ju(x +h) - u(x) —hf (xu(x)| <.
Avem |ju(x +h) - u(x) - hf (x,u(x))| < fuCx + k) — u(x)| + Hju’| < 2hu].

Daci alegem h < ﬁ atunci (x +h,u(x) +hf (e,u(x)) €G, .
U

Functia f este uniform continuid pe compactul G,. Atunci pentru orice € >0,
existdi 7, >0, astfel incit pentru orice (7,y),(t',y’) €G,, cu proprietatea

t—t|<n,, ly-yll<n, avem |[f(t,y)- F(".y")<¢.
Prin urmare
Lf e + B u(x) + Bf Ge,u(x)) - £ (x,u(x))] < &, daca h < min(n,, %),

ul

deoarece |[u(x) +hu’(x) — u(x)| < Hju’] .
Am obtinut relatia lim max I, G, u(x)) = f (x,u(x))| = 0.

(i) Fie r, > 0,r, <r. Pentru (x,y),(x,y") G, avem:

1,09 feex) s—;lf(ny)—f(x,mn +—;lf(x+hy+ff(x,y))—f(x+hy )
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Este adevarat (x +h,y +hf (x,y) €G, < |u(x + h) -y —hf (x,y)|<r.
Daci M, = {
ack punem M, = ,nvl)ae)é"f (t,y)| avem
JuCx +) - y - b (x, )] <
Dacia alegem h astfel incat sa indeplineascd si conditia 2hM +r, <r , punctele
(x+h,y+hf(x,»),(x+hy +hf(x, y')) €@, sidin ipotezi avem

TACSYRSACSS EPN iy y||+ M-yl aete > Lol -1

r‘). Conditia (L) este indeplinitd pentru r, si h,
1}

unde A, = min(b —a,r —

T i h .
obtinuti mai sus §i L= L,(1+—L,). (iif) Eroarea de trunchiere in acest caz
2

este
u(x+h)—u(x) 1
1) =M £ ) + £ G+ o)+ e <l B
Fie u=(u,,.,u),f=(f,...f,). Pentu ieln si xefa,b],, folosind
formula trapezelor la integrare avem

U (x+hz_ u,(x) _ %Ij: u'(dt = _[u'(x)+u'(x+h)]— I u'"(g,) G, €lx,x+h].

Prin urmare

"'

+f, (e + hu(x + B)) = f, (x + hu(x) + ' (x)), x €[a,b];, .

F.(t,y)

k

Deoarece f €C’(G.), existd L, =

care satisface conditia

I<i<n
(t.y)eG, k=1

<
2

din propozifia (i7). Daca alegem h < atunci (x +h,u(x)+hf (x,u(x)) €G,

§i prin urmare
ne

(7, (x)), |< |

Pentru i € l,n $t X e[a,b]h folosim formula lui Taylor §i avem

u(x+h)= u(x)+hu'(x)+h u" (£),& €(x,x+ )
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2
de unde "u(x +h) —u(x) - hu’(x)|| < h?"u"

,x €la,b],.

2
Prin urmare |7, (x)]< ?—z(llu"'" 3L

),x €[a, b}, . Constanta de consistenta este

1 " 144
M = —(u|+3LoJu".

10.7 Metoda de aproximare Runge-Kutta

Vom considera functiile
ko(",)’) = f(X,y)

ki (x, )= f(x+ g,y + gko (x,))
. ,(x,y) €[a,b] xR".
kz(xay) = f(x +_2—ay+5kl(x,y))

kJ(x’y) = f(x +hay+hk2(x,y))

in cazul metodei de aproximare Runge-Kutta se definesc ecuatiile
apropiate astfel:

u(x+h)—u,(x) 1
(15) h - 6;0“’

u@=a

k. (x,u,(x).a, =a, =La, =a, =2,x €[a,b],

Teorema 10.8 Sunt adevdrate:

(i) Daca existd r >0 astfel incat f €C(G,), atunci metoda Runge-Kutta este
consistentd cu Problema Cauchy (2).

(if) Presupunem cd existd r >0, existd L,>0 astfel incdt pentru orice
(6, 0),(x,y") €G, avem |f(x,y) - f(x,y")| < Loy~ y'|, atunci functiile (£,),
indeplinesc conditia (8) de tip (L).

(iii) Daca existd r >0 astfel incdt f €C*(G,), atunci metoda Runge-Kutta
este consistentd de ordinul patru cu Problema Cauchy (2).

Demonstratie. (i) Folosim Teorema 10.1. Pentru x €[a,b],,

V)i < e~ fesi ) -fesml Y s -fes.zl
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unde:

h
X, =X, =X+—,X;=X+h,
2

Yy = 0) + 2 £ (30, = (5) + 2y G 0,3y = (5) + ik (3,30

Notand M, = (max’" f(t, y)|| avem

t,¥)€G,

<

hy ,
<]

h . 4 h
+—2-A40 SE"u "+§M

+hM,

) = 1] =+ 2 =)~ 27t ) < e+ ) - x)

<

ptx,) -] = u(x+§)—u(x)—§k,(x,u(x»b u(x+§)—u(x)‘

||u(x3) -y, " = ||u(x +h) —u(x) - hk, (x, u(x))" < "u(x +h)— u(x)" +hM, <

ul

Daci alegem A < WM— atunci (x,,y,) €G,,i=123..
u 0

Functia f este uniform continuid pe compactul G, . Atunci pentru orice £> 0,
existdi 7, >0, astfel incit pentru orice (7,y),(¢',y') €G,, cu propnetatea

t =t <n.ly-yl<n, avem |f(t.y)- f(2',y")
Prin urmare: |f (x, u(x))— f,(x,u(x))| <§ g<g, dacd h <min(7y,, ;’4‘ ).

0

<é&.

Am obtinut relatia: Ll_rg xrerlla% "f,, (x,u(x))- f (x,u(x))" =0.

(i) Fie r, > 0,r, <r. Pentru (x,y),(x,y") €G, avem

T B Sy SRS oy B RO R LT R o
unde

h
X, =X, =X+—,x;,=x+h,
2

h h
yl :y+5f(x,y),y2 :y+5kl(x7y)>y3 =y+hkz(",y)

h h ,
= y'+5f(x,y'),y2 =y'+5k1(x,y'),y§ =y'+hk,(x,y")

.y

Punem M, = max
(t.y)eG,
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h _ h h h, _h h
) -3 = }1(x +§) ~y -Ef (X,)i <flx +5)—1(x* +ux) -3 +§M) SEM +, +EM

h h, _h h
lx)-:] = z(x+5)—y—§'k,(x,y)ﬂ < z(x+§’)—v(x)" Hu |+ M < +n+5M

|eae,) = 33| = oo + 1) — y — Hiy (e, ) < s+ ) — 2| +]uae) = 3| + v, <Hpe| +1, + M,

Daca alegem 4 astfel incat s indeplineascé §i conditia A < , punctele

_r]
M, +||u’

(x,,7,),(x;,¥)) €G,,i =123 sidin ipoteza avem

h
".f(xl:yl)_f(xbyl,)"SLO"-))I 'yl'HSLo(l +EL0)"y—y’"
h
”f(xz,yz)_f(xzayé)llsLolb’z _y;"SLOILV_y’|l+5".f(xl’yl)—f(xl’yl')lls

h h hz 2 ’
5L0|Ly_y'"+51‘onyl ‘yl'HSLo(l“LELo +—4—L0)||y—y "
If Ges,3) = £y, v < Lo|lys —y;||<L,,lLy—y'||+h1Lf(xz V) - fle, )<

<Ly -y'|+hL|y, y2||<L(1+hL(1+ L, + L’))[[y v

Pentru (x,y),(x,y') eG,l , h<h, =min(b-a,

) avem

|| {
”fh (x,.}’) - fh (xay')" =

27r2 3
unde L=L°(1+h°L°+h°L hy L°)<Le"°L°
2 6 24

(iii) Este suficient sd demonstram afirmatia in cazul in care n=1.
Vom nota O(h*)=h"g(h,x), unde existi K >0,h, >Oastfel incat pentru

h<h,, sup [g(h, x)| < K . Eroarea de trunchiere in acest caz este
xefa b},

u(x + h) — u(x)
h

T,(x)= = fu (e, u(x)), x €[a,b],,

unde
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Jn(x,u(x)) = iaif(xi$yi »a, =a; = %>a1 =a, = %

h
X, =X, X, =X, =X+—.X,=X+h
0 1 2 2 k) >

h h
Yo = u(x), y, = u(x) + Ef (x,u(x)), y, = u(x) + S ki (x,u(x)), ys = u(x) + hk, (x, u(x)).
Din formula Simpson la integrare avem

Uoc-+h)—ux) _ ¢ i

-, p j u(tyd =é[d(x)+4/(x+i21)+1/(x+h)] m)u‘"’(g),g exx+h].

Din prima parte de demonstratie, daci alegem s < S A—
]+ M,

(x,,y)€G,,i=123 Vomnota u* =¥ (x,),i =123,k =0,12,3.

Prin urmare. T,(x)= 3" [f 5, — £, 3,)]+ OCA*).

Dezvoltaim functiille # i #’ dupd formula Taylor in jurul punctului
h
X, =X, = x+5:

, avem

h 14 2 ”n ? ne
u(x) =u, —Eu, +?u, -Eu, +0(h4)
h?
’ ' ” e 3
u (X) =u, —Eu, +?ul '1'0(h )
2 3
’ " rer 4
u,=u(x+h)=u, +5u, +?u, +4—8ul +0O(h")

Dezvoltdm acum f dupd formula lui Taylor in raport cu al doilea argument
18
f(xhyl):f(xl’ul)+%(xlaul)()}l _u1)+5;{(x1,§1)(y1 —ul)27GI e, 4)
h2 3
—u, = ——u'"+—u"+ O(h*).
Y~y 3 U, 24 U, (h")

Prin inlocuire in relatia de mai sus avem

h: » K .
f(xl,yo=f(x1,ul)+%(xl,u,)(—?ul )+ OY).

Analog avem
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f(xz,yz)=f(xl,u1)+%(xl,u,)(yz —u,)+—;-‘;—{(xl,gz)(yz Cu)e, €(ryauy)

w2+ L R | ‘
yz—”l—u(x)+2f(x|>y1) u = 8 U, 48u] 16 @)(x,,u)+0(h ).
Prin inlocuire obtinem
12 = 1)+ L e - G T ox, )+ 00
Dezvoltiand dupa formula Taylor avem
S 30)= S+ (5 X0, )+ —;f(xa,gg)m )., €0y)
g _ 2f N _
@f(%,%)—f(n,u.)%(@m(xa &)7(1,6)(% 1), (@B).(%,0) €(x;,%,), (14,14,
Cum y, =u(x)+hf(x,,y,), prin inlocuire avem
— _h_3 " h3 ni 4
Y, Uy = 24u1 "+ — 2 u, @(x,,u1)+0(h )
T flsu) = F )+ Ot
= 1 _h_3 L E "z 4
f(xg,ya)—f(x3>u3)+@(xpu1)[ e @(x.,ul)]+qh ).

Am aratat astfel ca 7, (x) = O(h*).

10.8 Metoda de aproximare Taylor

In cazul metodei de aproximare Taylor vom presupune ci existd r > 0
astfel incat f €C™(G,). Pentru f =(f,,...,f,) notam:

£y = F(5,9), (5.9) <G,
f*(x,y)=(%<x,y)+§é;i

m-1 k

$i construim £, (x,y) = Z

(x’y)f;‘ (xay))lslsmk = l’m_ 1’(x’y) € Gr

1)!f (x7y) k4 (xiy) e Gr :
Se definesc ecuatiile aproplate astfel:

u(x+h)—u(x)
u@=a
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Teorema 10.9 Sunt adevarate:
(i) Functiile (f,), indeplinesc conditia (8) de tip (L).
(i) MetodaTaylor este consistentd de ordinul m cu Problema Cauchy (2).

Demonstratie.(i) Deoarece f <C"(G,), functiile f*,k=0,m—1 satisfac o
conditie de tip Lipschitz peG, . Pentru 0< k <m -1, existd

g
L, = sup max x,y),
k (”)EG l<l<n§ @),( y)

astfel incat pentru orice (x,y),(x,y’) €G, avem
| <L

Prin urmare pentru orice (x,y),(x,y’) €G, avem

TACSIEENCRY B (Z

unde hy =b-a .
(#f) Calculam eroarea de trunchiere. Pentru x €{a,b]; :

S (eu(x)) = u'(x),

k-1 n gkl
T )+ 3L W Wy, =

1)'

SHOnu(x))=(

= 2 e =8 ek =T

_ m k-1
T ()= u(x +h) — u(x) _Zh 4P (x).
h o k!
Folosim acum formula lui Taylor pentru u

e B) = 3 a5y 06 )
(m+1)
i obtinem ||T (x)" " T)' "

Exemplu. Pentru ecuatia u' =u,x €[0,1],u(0) =1, solutia ecuatiei este
u(x) = e*. Ecuatiile apropiate
u,(x+h) =u,(x)+hf,(x,u,(x)),x €[0,1],

in cazul metodelor studiate sunt definite de urmdtoarele functii:
- pentru metoda Euler
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fh (x>uh(x)) =u, (x);
pentru metoda Euler modificatd

h
f;. (x,u, (x)) = u, () + Euh (x);
pentru metoda Euler —-Cauchy
h
Li(xu,(x))=u, (x)+ Euh(x);
pentru metoda Runge-Kutta

h W K
f,,(x,u;,(x))zuh(x)(1+5+?!+7!—)’
pentru metoda Taylor
h W R hm!
fh(x’"h(x))_u"(x)(l+i+?+z+"'+(m—l)!)'
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