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Prefață

Lucrarea de fața conține elemente de analiză funcțională și analiză nu­
merică.

Analiza numerică este un domeniu al matematicii apărut relativ recent ca 
rezultat al utilizării calculatoarelor în rezolvarea unor probleme matematice. 
Multe din rezultatele de bază ale acestei discipline simt de analiză funcțională 
care oferă suport teoretic, metode și mijloace specifice pentru soluționarea a 
numeroase probleme de analiză numerică.

Această carte își propune să prezinte elementele de bază ce fac obiec­
tul cursurilor de Analiză funcțională și Analiză numerică, pentru studenții 
facultăților de matematică. Prin urmare, ea se adresează acestora, dar și stu­
denților de la facultățile tehnice, matematicienilor și tuturor celor ce doresc 
o intoducere în studiul celor doua discipline.

Cartea este structurata în două părți. Prima, dedicată Analizei fimcționale 
liniare, autor Liliana Pavel, conține cinci capitole. La început sunt expuse 
noțiuni și rezultate referitoare la spații liniare, operatori și funcționale liniare 
(Capitolul 1) după care, se prezintă elemente de teoria spațiilor Banach și 
Hilbert (Capitolul 2). Capitolul 3 este dedicat operatorilor liniari și con­
tinui pe spații normate, studiul acestora fiind aprofundat în Capitolul 4 în 
care sunt puse în evidență proprietăți specifice operatorilor liniari mărginiți, 
generate de geometria spațiilor Hilbert. în Capitolul 5 sunt prezentate ele­
mente de teorie spectrală, dându-se o atenție specială operatorilor compacți 
si autoadjuncți pe spații Hilbert.

Partea a doua a cărții de față, formată din Capitolele 6—10, autor Irina 
Rizzoli, conține elemente de Analiză numerică. Aici se urmărește succesiv 
o prezentare a metodelor numerice de rezolvare a sistemelor liniare (Capi­
tolul 6), metodelor numerice de rezolvare a ecuațiilor neliniare (Capitolul 7), 
metodelor de aproximare polinomială a funcțiilor (Capitolul 8), metodelor 
numerice pentru aproximarea integralelor (Capitolul 9) și metodelor numerice 
de rezolvare a unor ecuații diferențiale (Capitolul 10).
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Conținutul cărții este teoretic, rezultatele fiind însă bogat exemplificate. 
Totuși, menționăm că pentru aprofundarea cimoștintelor dobândite, cititorul 
interesat ar trebui să parcurgă un număr de probleme aplicative, pe care le 
poate găsi, de exemplu în [9], [19], [23] din lista de referințe, acestea fiind 
culegeri de probleme însoțite de soluții complete.

Sperăm că prezentarea de față va permite cititorului o înțelegere a noțiu­
nilor de bază ale analizei funcționale cât și o aplicare a acestora în studiul 
unor metode numerice. Metodele numerice din lucrare simt selecționate după 
performanță, ca metode de aproximare, cât și pentru facilitățile oferite în 
vederea implementării pe calculator.

Dorim să folosim acest prilej să mulțumim colegilor noștri, distinșii profe­
sori Acad. Romulus Cristescu, Gheorghe Grigore, Eugen Câmpu și Cristina 
Ștefan pentru o îndelungată și caldă colaborare.

Liliana Pavel, Irina Rizzoli
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Preliminarii

Ne propunem pentru început sa prezentăm notațiile și terminologia folosite 
în această carte. Pentru a ușura citirea cărții, vom aminti și unele rezultate 
de topologie ce vor fi utilizate pe parcurs.

Mulțimi și funcții
Presupunem că cititorul este familiarizat cu noțiunile elementare de teoria 

mulțimilor. în afara semnelor uzuale de apartenență, incluziune, reuniune și 
intersecție, vom nota complementara unei mulțimi A (în X) cu X \ J4 sau 
CxA. De obicei simbolurile R, C vor fi folosite pentru mulțimea numerelor 
reale, respectiv a celor complexe. N  este mulțimea numerelor naturale nenule 
(fără zero).

O familie de mulțimi {Z i}^ i se numește acoperire a mulțimii X  dacă 
x  G u z , . iți

O funcție (aplicație) definită pe mulțimea X cu valori în mulțimea Y, 
va fi notată cu /  : X — * Y  sau x ।— > /(x). Dacă A C X, atunci f(A ) = 
{ f(x ) \ x E A} G Y  este imaginea prin f  a mulțimii A și / ^ ( B )  = {x 
I f W  e  B} G X  este preimaginea (imaginea inversa prin f )  a mulțimii 
B G Y. f (X )  se numește imaginea funcției f . X  este domeniul lui f .  Dacă 
f  : X — ► Y și g : Y  — > Z, compunerea funcției g cu f ,  g o f  este definită 
pe X cu valori în Z, prin (g o f)(x ) = g(f(x)), Vi E X. Funcția identitate 
din X în X , x ।— > x va fi notată cu 7%. O funcție f  : X  — * Y  se numește 
injectivă dacă pentru orice y \ u Y  ecuația f(x )  — y are cel mult o soluție; 
spunem ca f  este surjectivă dacă f (X )  = Y, deci dacă pentru orice y în Y, 
ecuația f (^ )  = y are cel puțin o soluție. O funcție f  care este și injectivă 
și surjectivă se numește bijectivă. în acest caz, există o fimcție definită pe 
Y  cu valori în X, numită inversa funcției f ,  și notată cu / - 1  astfel încât 
f  o f~ l = IY  și / - 1  o f  = I x . Restricția unei funcții f  : X — > K la o 
submulțime A C X va fi notată / | A-
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Dacă {Xi}ie i este o familie de mulțimi, produsul lor cartezian, II X, este iți
mulțimea tuturor aplicațiilor i  : I  — ► U Xi astfel înât r(i) G Xi, 'ii E iți
I. Dacă i e i  proiecția de indice i, pri : II Xi — ► Xi este definită prin iți
pr^x} = x(i) (notat cu x^. în cazul particular a doua mulțimi Xi, X2 , vom 
folosi pentru produsul lor cartezian notația X2 x X2 , deci, acesta poate fi 
identificat cu mulțimea perechilor ordonate ( i i , i 2), cu Zi G X b z 2 € X 2 .

0  relație binară pe X  este o submulțime IZ a produsului cartezian X x X ; 
dacă IZ este o relație binară, în mod obișnuit se folosește notația x < y (sau 
x y) în loc de (z, y) E IZ. O relație se numește tranzitivă dacă Vr, y, 
z E X , (x,y) E IZ și (y,z) E IZ implică (y,z) 6 IZ-, reflexivă dacă Vz G X , 
(z, z) G 7Z; simetrică dacă Vx, y E X , din (x,y) G IZ rezultă (y,x) G IZ și 
antisimetrică dacă Vz, y € X , (x, y) E IZ și {y, x) E IZ implică x = y.

O relație de echivalență, notată uzual cu ~ , este o relație reflexivă, si­
metrică și tranzitivă. Dacă IZ este o relație de echivalență pe X  și x  G 
X , mulțimea elementelor din X  în relație cu z G X se numește clasa de 
echivalență a lui z modulo IZ, notată cu x.

O relație de ordine parțială pe X  este o relație 7Z, notată < sau —<, care 
este reflexivă, antisimetrică și tranzitivă. Prin mulțime ordonată (parțial) 
vom înțelege o pereche (X, <) unde X  este o mulțime nevidă, iar ”< ” o 
relație de ordine pe X . Când TZ = X  x X , mulțimea X  se numește total 
ordonată. Dacă A  este o familie de submulțimi ale lui X  ordinea uzuală pe 
A  este C < D &  C Q D -, dacă F  este o mulțime de funcții reale pe X  se 
consideră în mod obișnuit pe F  relația de ordine parțiala f  < g ■& f{x) < 
^(z), Vz G X.

Fie (X, <) o mulțime ordonata și A C X. Un element p E X  se numește 
majorant (respectiv minorant) al mulțimii A dacă y < p, ¥y E A (respectiv 
P < y, Vy € A). Dacă m E X  și m  < x implică x = m, (adică m  nu are 
majoranți în X diferiți de el însuși), m  se numește element maximal al lui 
X; analog, dacă s G X și z < s implică x = s, spunem ca s este element 
minimal al lui X.

Vom spune ca mulțimea ordonată (X, <) este inductiv ordonată dacă 
orice submulțime total ordonată a lui X (cu ordinea indusă din X), are un 
majorant în X.
T eorem ă. (Lema lui Zorn) Orice mulțime inductiv ordonată are un element 
maximal.

Spunem că o submulțime A a mulțimii ordonate (X, <) este majorată

12

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(respectiv minorată), dacă admite un majorant (respectiv minorant). Dacă 
există un majorant (minorant) a aparținând lui A  a se numește cel mai mare 
(cel mai mic) element al lui A. Spunem ca submulțimea A este mărginită 
dacă este majorată și minorată. Dacă A este majorată (respectiv minorată) și 
mulțimea majoranților (respectiv minoranților) are un cel mai mic (respectiv 
mare) element, spunem ca A admite supremum (respectiv infimum). Cel 
mai mic majorant (respectiv cel mai mare minorant), dacă există este unic 
și se notează cu sup A (respectiv inf A).

Un șir de elemente din X  este o funcție x : N  — > X. Ca de obicei, notăm 
x(n) cu xn și șirul cu (xn )n .

Spații topologice
G en eralită ți. De obicei vom folosi litera T  pentru a indica o topologie 

și dacă X  este spațiu topologic cu topologia T  vom nota acest spațiu cu 
(X, r). Dacă Y  G X , vom nota cu T |Y topologia indusă de r  pe F. Pentru 
o submulțime A a spațiului toplogic (X, r), închiderea, respectiv interiorul 

_  o
său vor fi notate cu 71, respectiv A. Spunem că o submulțime A C X este 
densă în X  dacă A =  X. 0  submulțime A C X se numește rară X dacă A 
are interiorul vid.

Dacă x este un punct al spațiului topologic (X, T ) și Vx  este mulțimea 
tuturor vecinătăților lui x, atunci, o parte Bx a lui Vx se numește sistem 
fundamental de vecinătăți ale lui x dacă VV G Vx , BB E Bx , B G V.

Spațiul topologic (X, r) se numește separat (sau spațiu Hausdorff) dacă 
Vx, y E X , x ^  y, există U E Vx și V E Vy disjuncte.

Fie (X, r) și (Y, a) spații topologice. Spunem că funcția f  : X — ► Y  este 
continuă dacă /" '(A ) G T  pentru orice Al în cr. Funcția f  se numește continuă 
în punctul x G X  dacă f~ 1(A) G Vx pentru orice A G Y f^y  O funcție este 
continuă dacă și numai dacă este continuă în orice punct. Spunem ca funcția 
f  : X — > Y  este deschisă dacă, VA G T , /(A )  G a . Un homeomorfism este 
o apicație bijectivă f  : X  — > Y  care este și continuă și deschisă, ceea ce 
este echivalent cu faptul că atât f  cât și / “ ’ sunt continue. Este clar că prin 
compunerea a doua funcții continue, respectiv deschise se obține o funcție de 

.același tip.
Spații m etrice. Un spațiu metric este o mulțime X împreună cu o funcție 
d(-, •) definită pe X x X cu valori reale (numită distanță pe X) având urmă­
toarele proprietăți:

(i) d(x,y) > 0, Vx,y  G X;

13
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(ii) d(x, y) =  O <=> x = y,
(iii) d(x,y) = d(y,x), Vx,y G X;
(iv) d(x, z) < d(x, y) + d(y, z), Vx, y ,z  E X  (inegalitatea triunghiului).
Când nu rezultă din context în mod clar care este metrica pe X , vom 

folosi pentru spațiul metric respectiv notația (X, d). Mulțimea B (y,r) = 
{ i £ X  | d{x, y) < r} se numește sfera (bila) deschisă de centru y și rază 
r  > 0. Topologia uzuală pe un spațiu metric (X, d), r d este definită astfel: 
o mulțime G C X este deschisă dacă și numai dacă Vy G G, 3r > 0 astfel 
încât B (y,r) C G. Să notăm că pentru Vx £ X, familia {B (i,r)} r> 0  este un 
sistem fundamental de vecinătăți ale lui x. Topologia r d este Hausdorff.

Dacă (X j,dj), j  =  l,2 ,...,n , simt spații metrice, topologia produs pe 
spațiul n " = i X j este topologia metrică definită de distanța

d((zi,Z2,-,Zn), (yi,y2,-,yn)) = . rnax d ^ x ^ y j) .

Un șir de elemente (xn )n  din spațiul metric (X, d) se numește convergent 
la x G X (xn  —> x  când n —> oo sau xn  -^> x) dacă pentru Vs > 0 există 
n£ natural astfel încât V n > n£ , d(x, xn ) < E, adică șirul numeric (d(x, xn ))n 
converge la zero; x  se numește limita șirului (xn )n , și se notează cu linm xn . 
Elementele x din închiderea mulțimii A C X simt caracterizate prin faptul 
că există un șir (xn )n  C A astfel încât (xn )n  converge la x.

Un șir (xn )n  din spațiul metric (X, d) se numește șir Cauchy dacă Vs > 0, 
există n£ natural astfel încât d(xn , xm ) < £, Vn, m >  n£ . Orice șir convergent 
este Cauchy. Un spațiu metric în care orice șir Cauchy este convergent se 
numește complet. Amintim următorul rezultat:
T eorem ă. Orice spațiu metric complet nu este reuniune numărabilă de 
mulțimi rare (este spațiu Baire).

Fie A C X, x G X. Prin distanța de la x la A, notată cu d(x,A), 
înțelegem numărul inf d(x,y). Este clar că d(x, A) = 0 dacă și numai dacă 

y€A
X E Ă .

Dacă X, Y  simt spații metrice și /  o funcție din X cu valori m Y , f  este 
continuă în x G X dacă și numai dacă V (xn )n  G X, xn  -^+ x rezultă că 
/ (x n ) /(x).
M u lțim i com pacte . Spunem că submulțimea A a spațiului topologic (X, r) 
este compactă dacă din orice acoperire a lui A cu mulțimi deschise se poate 
extrage o acoperire finită. Orice submulțime închisă a unei mulțimi compacte 
este ea însăși compactă. Dacă (X, r) este Hausdorff, orice mulțime compactă

14
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este închisă. Spunem că spațiul topologic (X, T ) este compact dacă X  este o 
mulțime compactă.

Următoarea caracterizare a compacității în spații metrice va fi deosebit 
de utilă.
Teoremă. Fie (X ,d) spațiu metric și r^ topolgia metrică pe X . O sub- 
mulțime A din X  este compactă dacă și numai dacă orice șir de elemente 
din A conține un subșir convergent la un element din A.

15
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Capitolul 1

Spații vectoriale și operatori 
liniari

1.1 Spații vectoriale
In aceasta secțiune introducem câteva noțiuni elementare de algebră liniară, 
în cele ce urmează notăm prin K  imul dintre corpurile R  (al numerelor reale) 
sau C (al numerelor complexe). Dacă a = a + bi e  C, Re a = a și Im a = b. 
Conjugatul numărului complex a, este ă  =  a — bi.

Definiție. Se numește spațiu liniar (vectorial) peste K  o mulțime X  înzes­
trată cu o operație binară (o aplicație din X x X în X), (x,y) — ► ^ + y 
(numită operație de adunare între elemente) și cu o aplicație (din K  x X 
în X), (a, x) — ► ax  (numită operația de înmulțire cu scalari), satisfăcând 
următoarele condiții:
(1) x + (y + z) = (x + y) + z, Vx, y, z € X;
(2) x + y = y + x, Vx, y E X \
(3) 30 G X astfel încât 0 +  i  =  i  +  0, V i€  X;
(4) Vx 6 X, 3(—x) 6 X astfel încât x + (—x) = (—x) + x =  0;
(5) (o +  ff)x = ax + fix, Va, fi E K, x 6 X;
(6) a(x + y) = ax + ay, Va E K, x, y E X-,
(7) (afi)x = a{fix), Va, fi E K, x G X;
(8) Ix = x, Vx E X.
Când K  = R, X  se numește spațiu liniar real, iar pentru K  = C, spațiu 
liniar complex.
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Notații. Pentru A, B C X  și A C K  notăm

A + B = {a + b \ a E A,b E B} și NA = {aa | a E A,a E A}.

O bservație. Corpul K  este spațiu liniar peste el însuși, înmulțirea cu scalari 
fiind înmulțirea din K.

D efin iție . O submulțime Y  a spațiului liniar X  se numește subspațiu liniar 
al lui X  dacă Y  + Y  C Y  și K  Y  c Y .

Este clar că intersecția unei familii oarecare de subspații liniare ale spațiu­
lui vectorial X  este un subspațiu liniar, fapt care permite să dăm următoarea 
definiție:
D efin iție . Fie A o submulțime a spațiului liniar X . Intersecția tuturor sub- 
spațiilor liniare ale lui X  care conțin submulțimea A se numește subspațiul 
liniar generat de A, notat cu SpA
P ro p o z iția  1.1 Fie A o submulțime a spațiului liniar X . Atunci,

n

SpA — { z E X \ z  = ^ a j X j ,  aj E K  , x3 E A, n E  N  }.
5=1

Demonstrație. Este clar că SpA G {z G X | z =  £ " =1 QjXj, aj E K , Xj E A, 
n E N  } deoarece această mulțime este un subspațiu liniar care conține pe 
A. Incluziunea inversă este justificată de faptul că dacă Y  este un subspațiu 
liniar cu proprietatea A C Y, atunci, orice element z =  £ " =1 ajXj, aj E K , 
Xj E A, n E N , este în Y.

Ținând cont de definiția spațiului vectorial, următoarele observații sunt 
imediate.
O bservații. 1) Fie {X j} je j  o familie de spații liniare peste același corp 
K. Atunci, X  = n j € j  Xj devine spațiu vectorial peste K  cu următoarele 
operații:

{x j)jeJ + (llj)jeJ ~  (x j + yj)jtJ

Fie n E N. în cele ce urmează vom nota cu K n = ^ { ^ . . „ n } ^ '  unde 
Xj = K, Mg = 1,2, ...,n. Așadar, K" = {(^,£2, - , ^ )  I ^  ^ A'}’.
2) Fie X  spațiu vectorial și Y  subspațiu liniar al său. Definim pe X o relație 
de echivalență, x ~  y <=> x — y E Y. Mulțimea X /Y  = {î| x E X}(unde 
x = x + Y  este clasa de echivalență a elementului z) dotată cu operațiile

x + y = x + y și ax = ax
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este un spațiu vectorial.

Definiție. Fie X  spațiu vectorial peste K. Familia finită x 1 ,X2,...xn de 
vectori ai lui X  se numește liniar independentă (peste K) dacă ^ " = 1 a^Xj = 
=  0, aj G K  implică Oi =  «2 =  ... =  a n  =  0. Spunem că o submulțime B  a 
lui X  este liniar independentă dacă orice subfamilie finită de vectori din B 
este liniar independentă.

Definiție. O submulțime B  din X  se numește bază algebrică a spațiului 
liniar X  dacă B  este liniar independentă și dacă pentru orice x e X , există 
n e N, ai,Q2, •••, a n e  K  și a^, z 2 , ...zn € B  astfel încât x = ^ " =1 a^Xj.

Folosind Lema lui Zorn, următoarea propoziție este imediată:
Propoziția 1.2 Orice spațiu vectorial are o bază algebrică. Maz mult, orice 
mulțime liniar independentă intr-un spațiu vectorial este conținută într-o 
bază.

Trebuie să notăm că într-un spațiu vectorial X  toate bazele au același 
cardinal, numit dimensiunea spațiului vectorial X. Spațiul se numește finit 
dimensional dacă dimensiunea sa este finită. în caz contrar spațiul se numește 
infinit dimensional.

1.2 Operatori liniari și funcționale liniare
Fie X , Y  spații vectoriale peste același corp K.
Definiție. O aplicație U definită pe X  cu valori în Y  se numește operator 
liniar dacă este aditivă (Uțx + y) = U(x) + Uțy), Vx,y G X ) și omogenă 
țUțax) = aUțx}, Va e K  , x e X}.
Notație. Pentru U operator liniar din X  cu valori în Y și i  G X, vom scrie 
deseori Ux în loc de U{x).

Observație. Dacă U : X  — ► Y  este liniar, atunci,
n n

U ț^^ajX j') = ^ ^ a jO țx j) , Vaj € K  , Xj € X, n e  N.
j=i j=i

Este ușor de verificat că dacă U, V  sunt operatori liniari definiți pe X  cu 
valori în Y ș io  G X, aplicațiile U + V : X  — > Y, țU + V){x) = U{x) + V(x), 
Vx e X  ș\ aU : X  — > Y, țaU)țx) = aU(x) sunt de asemenea operatori 
liniari. Atunci, notând cu £{X, Y) mulțimea operatorilor liniari definiți pe 
X  cu valori în Y, următoarea propoziție este imediată.
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P ro p o z iția  1.3 Fie X , Y  spații vectoriale peste același corp K . Mulțimea 
£(X , Y) înzestrată cu operațiile uzuale de adunare și de înmulțire cu sclart 
este spațiu liniar peste corpul K . £{X, Y ) se numește spațiul liniar al ope­
ratorilor liniari definiți pe X  cu valori în Y.
O bservație. Dacă X  = Y  vom scrie £ (X ) pentru £ (X ,Y ).
Notație. Fie U în £ țX ,Y ) .  Notăm cu KerU = {x E X  \ Uțx) = 0}.

Acest subspațiu liniar al lui X se numește nucleul operatorului U.
P ro p o z iția  1.4 Fie U în £ țX ,Y ) . Atunci, Ker U este subspațiu liniar al 
lui X . în plus, U este injectiv dacă și numai dacă KerU = {0}.

Demonstrația acestui rezultat se reduce la o simplă verificare.

O bservație. Remarcăm că dacă U : X  — ► Y  este un operator liniar in- 
versabil, inversul său, U- 1  : Y  — > X  este de asemenea un operator liniar. 
D efin iție . Spunem că două spații vectoriale X  și Y  peste același corp K 
sunt izomorfe dacă există un operator liniar inversabil din X  cu valori în Y. 
O bservații. 1) Dacă B = {xj}je j  este o bază algebrică a spațiului X  și 
D = {yj}jeJ 0  familie de elemente din Y , atunci există un unic operator 
liniar U : X  — ► Y  astfel încât Uțxj) — yj, ^ j  e J. într-adevăr, cum orice 
x e X  se reprezintă în mod unic, x = ^ j ^ p ^ j ^ j ,  F  C J, F  finită, definim

=  H ^ F ^ i f j -

în particular, dacă X și V simt două spațiii liniare finit dimensionale cu 
aceeași dimensiune, există un operator liniar inversabil din X în V.
2) Fie X  un spațiu liniar n-dimensional, Y  un spațiu liniar m-dimensional, 
B = { i i . i j ,  . . . , in } o baza a lui X , E  = {y\,y2, --^ym} o bază a lui Y  și T  G 
£(X , Y ). Modul în care lucrează operatorul T  este clar dacă se cunosc valorile 
sale T țij) , j  = 1,2, ,.,n. Fiecare element Tțxj), j  = 1,2, ..,n (din Y)  poate 
fi reprezentat în mod unic Tțxj) = £™=1 akjy k . Matricea (akj)i<k <m ,i<j<n se 
numește matricea operatorului liniar T  corespunzătoare bazelor B, E. Prin 
urmare, odată fixate bazele B, E  oricărui operator liniar i se asociază în mod 
unic o matice cu m  linii și n coloane cu elemente în K. Atunci,

n  n m  m  n
■ ^ ( ^ ^ a j x j )  =  ^ ^ a j ^ ^ a k j y k }  =  " a k j a j ) y k -

j= \  j = i  *:=i t = i  j = i

Reciproc, dacă se dă matricea (akfi)i<k <m ,i<j<n, aplicația T  : X  Y, 
T(x) = y, unde dacă x = £ " =1 ajXj, y = ^ =1 fik yk , cu (3k = ^ " =1 ak jaj, 
fc =  1,2,.., m, este liniară.
3) în spațiul K n  =  {(G ,G , - ^n ) I (k mulțimea {ek }i<k<n , £k =
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(f)^, 6 ^ ,  ^ )  (unde, pentru j, k € N  , ^  = 1 dacă j  = k și 6 ^  = O în
caz contrar) este în mod evident bază algebrică, numită baza standard. Dacă 
T  G £ (K n }, vom identifica în mod natural, operatorul liniar T  cu matricea 
sa în baza standard A T  = (akj)\<k,j<n, conform observației precedente, unde 
B = D = {efc}i<fc<n, T(e.j} = ^ =1 ak jek . Atunci,

n

J=1

unde

n
^ ^ a j k t k ,  J =  U , . . , n .

k—l
Definiție. Fie X  spațiu vectorial peste K. O funcțională pe X  este o 
aplicație definită pe X  cu valori în K. O funcțională liniară pe X  este o 
funcțională care este totodată și operator liniar definit pe X cu valori în 
spațiul liniar K.
Observație. De câte ori va fi nevoie să punem în evidență faptul că o 
funcțională este definită pe un spațiu liniar real (respectiv complex) o vom 
numi funcțională reală (respectiv complexă).

1.3 Teorema Hahn-Banach de prelungire a 
funcționalelor liniare

Lucrând în spații vectoriale înzestrate cu o topologie, în multe situații este 
nevoie să construim funcționale liniare cu anumite proprietăți. Pentru a re­
aliza aceasta, se definește funcționala liniară pe un subspațiu liniar, în care 
proprietățile dorite se verifică ușor, după care, se folosește o teoremă de 
prelungire care ne asigură că funcționala se poate extinde la întreg spațiul, 
cu păstrarea proprietăților respective. Una dintre teoremele fundamentale 
privind prelungirea funcționalelor liniare este teorema Hahn-Banach. Să în­
cepem cu câteva noțiuni preliminare.

Definiție. Fie X spațiu vectorial peste corpul K. O aplicație p definită 
pe X cu valori reale se numește funcțională subliniară dacă este subaditivă 
țpțx + y) < p (x )+ p țy )yx , y G X) și pozitiv omogenă (p(tx) = tp(x), Vt > 0,
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Vz G X).

D efin iție . Fie X  spațiu vectorial peste corpul K. 0  aplicație subaditivă p 
definită pe X  cu valori reale se numește seminormă dacă p(ax) =  |a|p(z), 
Va G X, Vz G X.

Să notăm că noțiunea de funcțională subliniară diferă de cea de semi­
normă doar prin faptul că a doua condiție are loc numai pentru scalari po­
zitivi, deci o seminormă este în particular o funcțională subliniară.

Observăm că dacă p este o seminormă, p(x) > 0, Vz G X (deoarece 
pentru orice funcțională subliniară p(0) =  0 , —p(—z) < p{x), și când p este 
seminormă p(—z) =  p(z)).
T eorem a 1.5 (Teorema de prelungire Hahn-Banach) Fie X  spațiu vectorial 
real, p o funcțională subliniară pe X  și f  o funcțională liniară definită pe un 
subspațiu liniar Y  al spațiului X  satisfăcând condiția f(x ) < p(z), Vz G Y. 
Atunci, există o funcțională liniară f  : X  — ► R, astfel încât f(x )  < p(x), 
Vz G X și f(x )  =  /(z ) , Vz G Y.
Demonstrație. Ideea demonstrației este pe scurt următoarea: întâi vom arăta 
că pentru x0 E X  \  Y, arbitrar fixat, f  poate fi prelungită la spațiul liniar 
generat de x o și Y , Sp(Y U {z0}), după care, folosind Lema lui Zorn, vom 
dovedi că acest proces poate fi continuat pentru a extinde f  la întreg spațiul

Pentru y , y" arbitrari în Y  avem

f ( y )  -  f(y") = f ( y  -  y") < p((y + z0) -  (y" + ^o)) <

< p(y + x o) + p (- (y  + i o)),

deci,
- f ( y " )  -  p (-(y"  +  z 0)) < - f ( - y )  + p(y +  z o).

Rezultă că mulțimea A = {—p(—(y + i 0)) — f(y) \ y € Y }  C R  este majorată 
și că mulțimea B = {p(y + x 0) — f(y) \ y & Y} C R  este minorată. Notând 
cu c =  sup 4̂ și cu c" =  inf B, este clar că c < c". Să fixăm c G \c ,c } . 
Atunci,

- p ( - y  -  x o) -  f(y ) < c < p (y  + z o) -  f(y ), Vy G Y.

Acum să definim funcționala reală g pe Sp(Y U {z}o),

g(y -I- Azo) =  f(y )  + Xc, y € Y, X € R.
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Se verifică imediat că funcționala g este liniară. Să dovedim că

g^y + Xx^ < p(y + Xxo), y G Y ,X e R .

Dacă A =  0, inegalitatea devine egalitatea 0 = 0. Pentru A > 0, după 
împărțire cu A, această inegalitate devine

g (^y  + ô) < p (^y  + x0) <=> f ^ y )  +  c < p (^y  + x0) ,

sau echivalent,
c < p ( ^ y  + x 0) -  f ( - y ) .

Dacă A < 0, împărțind cu —A > 0, inegalitatea dorită este echivalentă cu

9 (~ ^ y  -  ô) < P (~ ^y  ~ xo) <=> / ( - ^ )  - c < p ( - ^ y -  x o ),

adică 1
p ( - ^ y - ^ o ) - f ( - ^ y )  < c.

Prin urmare, funcționala g definită pe Sp(7 U { i0}) este o prelungire a lui f 
la Sp(Y U { i0}) astfel încât g(z) < p(z), 'iz e  Sp(Y U { io }).

Acum vom utiliza Lema lui Zorn. Fie T  familia tuturor prelungirilor g 
ale \m f ,  g : Z  — ► R  satisfăcând g(z) < p(z) pe subspațiul Z, de definiție. 
Vom ordona parțial T  prin gi ^  p2 dacă g? este definită pe un subspațiu 
care include domeniul lui g ,̂ și ^2(z) = gi(z) acolo unde simt ambele definite. 
Să arătăm că (F, -<) este inductiv ordonată, deci că orice submulțime total 
ordonată a lui J- este majorată. Fie ( jQ)Q o familie total ordonată în F, 
ga  : Za  — > R . Să definim g : \Ja ^ a  — * R  prin g(z) = ga (z) dacă 
z G Za . Aplicația g este bine definită, deoarece oricare a i, 02, (ga)a fiind 
total ordonată, are loc Za i G Za2 (sau invers) și ga 2 (z) =  9ai(z ) Pe  ^ Q1- 
Este clar că ga  ^  g deci am arătat că orice submulțime total ordonată are 
un majorant. Cu Lema lui Zorn concludem că F  are un element maximal f , 
definit pe un anumit subspațiu X al lui X pe care subspațiu este satisfăcută 
inegalitatea f{x) < p(x). Dar X ’ trebuie să coincidă cu X, deoarece, în 
caz contrar, X ' ^  X, aplicând prima^ parte a demonstrației funcționalei 
f  : X ' — ► R  am găsi o prelungire a lui /  la spațiul Sp(X' U {1^}), unde 
x'o € X  \  X '. Aceasta contrazice maximalitatea lui f .  Rezultă că prelungirea 
f  este definită pe întreg spațiul X și demonstrația este încheiată.
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Corolarul 1.6 Dacă p este o funcțională subliniară pe spațiul liniar real X , 
atunci, pentru orice x o G X , există o funcțională liniară pe X  astfel încât 
f i x o) = p(xo) și f ix )  < p(x), Vz e  X.
Demonstrație. Să notăm cu Y  subspațiul liniar al lui X generat de {xo } 
și să definim pe Y  funcționala liniară f(X x o) = Xpțxo), X € R. Această 
funcțională are proprietățile: f i x 0) = p(x0), f ix )  < p(x), Vz G Y. Cea 
din urmă rezultă din faptul că fiX x o) = Xp(xo) = p(Xxo), dacă A > 0, și, 
dară A < 0, fiX x o) = Xp(xo) < -X p(—x 0) = p{Xx0)). Folosind teorema 
precedentă, funcționala f  poate fi prelungită la întreg spațiul.
Teorema 1.7 (Teorema Hahn-Banach-cazul complex) Fie X  spațiu vectorial 
complex, p o seminormă pe X  și f  o funcțională liniară complexă definită 
pe un subspațiu liniar Y  al spațiului X  satisfăcând condiția |/ ( r ) | < p(x), 
Vz G K Atunci, există o funcțională liniară complexă f  : X  — ► C, astfel 
încât |/(z ) | < pțx), Yx E X  și f(x )  = fix ) , ^x  G Y.
Demonstrație. Funcționala f  poate fi reprezentată sub forma f(x )  = fi(x)+ 
+ if2 { x )y x  G Y, unde f i, f 2 sunt funcționale liniare reale pe Y  (fi(x) = 
Re f ix )  și f 2(1) = Im fix )) . Deoarece

i(fi(x) + i f 2 (x)) = i f ix )  = f iix )  = fi(ix) + i f 2 (ix)

rezultă că fi(x ) = —fi(ix), deci f ix )  = fi(x ) — i f i ( i x ) y x  G Y.
Acum, să considerăm funcționala liniară reală f i  pe Y. Cum

/ i W < | / i W I < m i < p ( 4

conform Teoremei Hahn-Banach, există o prelungire liniară reală lâ  întreg 
spațiul X  a lui /1, fie aceasta fi, satisfăcând fi(x ) < p(x). Punând f ix )  = 
= fi(x )  — i f i ( i x ) y x  G X , este clar că funcționala complexă f  este o pre­
lungire aditivă a lui f .  Pentrur a + bi număr complex arbitrar și z G X, 
avem ~ ~ ~

f i ța  + bi)x) = fifa x  + ibx) — ifița ix  — bx) =

= a fițx ) + bfilix) — aifițix) + bifițx) = 

= (a + bi)fi(x) — (a + bi)ifi(ix),

ceea ce dovedește liniaritatea lui f . Pentru a finaliza demonstrația, mai tre­
buie să vedem că |/(z ) | <  p (x )y x  G X. Notând cu 0 =  arg f ix )  și ținând 
cont de Re f  = f i ,  avem

IA1 )! =  7 ^ )  e “‘9 =  fie~ ie x) = f i ^ x )  < p(e"'ex) = \e~l6x\ • p(z) = p{x)
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Următorul corolar și demonstrația sa sunt similare cu analoagele lor din 
cazul real.
Corolarul 1.8 Dacă p este o seminormă pe spațiul liniar complex X , atunci, 
pentru orice xo G X, există o funcțională liniară pe X  astfel încât f ( x 0) = 
= pțxo) și |/(r )| < pțx), Vx e X.
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Capitolul 2

Spații Banach, spații Hilbert

2.1 Spații normate, spații Banach
în continuare X  este spațiu liniar peste corpul K.

Definiție. O normă pe X  este o funcție || • || : X  — ► R  satisfăcând 
următoarele condiții:

(i) IWI = 0 => z = 0;
(ii) I H î / l l  < INI + IM. * x ,y E  X;
(iii) ||az|| = |a| • ||z||, Va G X, Vz G X.

Definiție. Un spațiu normat este o pereche (X, |[ • ||) unde X  este spațiu 
liniar și || • || o normă pe X .

în orice spațiu normat (X, || • ||) se consideră distanța asociată normei, 
dțx, y) = ||z - i/ ||.  Topologia normei pe X, T||.|| este topologia metrică definită 
de această distanță. Prin urmare, un șir (zn )n  C X este convergent l a i  6 X, 
dacă pentru orice E > 0, există n e natural astfel încât Vn > n£ , | |i n  — r || < E; 
(xn )n  C X este șir Cauchy dacă V s > 0, 3 ne natural astfel încât Vn, m > n£ , 
||ln -  Im|| <
Definiție. Dacă (X, T||.||) este spațiu metric complet (adică orice șir Cauchy 
este convergent), spațiul normat (X, || • ||) se numește spațiu Banach.

Din proprietățile (ii) și (iii) ale normei, rezultă

UNI -  b lll < II* -  î/ll. Vz,y 6 X,

inegalitate care arată că aplicația x —» ||z|| (din (X, T||.||) în R) este continuă. 
Se poate verifica imediat că aplicația (z, y) ।— ► x + y din X x X (dotat
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cu topologia produs) în X  este continuă și că pentru orice a  /  0, aplicația 
x ।— ► ax  din X  în X  este un homeomorfism.

Pentru z 0 G X și r  > 0, sfera deschisă cu centrul x 0 și raza r, este 
B (x o ,r) =  {z G X | ||z — z0 || < r }- închiderea sa (în T||.||), B țx 0 ,r) coincide 
cu {z G X | ||z—zo || < r}, fapt care se verifică fără dificultate. Pentru zo =  0, 
în loc de B(0, r) vom scrie uneori B(r); este clar că B (x o ,r) = B(r) + {z0 }. 
Să mai reținem că pentru orice punct x o , familia de sfere {B(zo ,r)} r> 0  este 
un sistem fundamental de vecinătăți ale punctului xo .

O submulțime A a spațiului X se numește mărginită dacă există a  > 0 
astfel încât ||z|| < a, Vz G A. Este bine să observăm ca închiderea oricărei 
mulțimi mărginite este tot o mulțime mărginită.
D efin iție . Spunem că două norme || • ||i și || • H2 pe spațiul liniar X  sunt 
echivalente (și scriem || • || 1 ~  || • H2) dacă există constantele a  > 0 și /3 > 0 
astfel încât

Q IN I1 < IIZ II2 < M <  V zGX.

P r o p o z iția  2.1 Fie || • ||i și || • H2 două norme pe spațiul liniar X . Urmă­
toarele afirmații sunt echivalente:
1) Normele || • ||i și || ■ H2 sunt echivalente;
2) Topologiile r ^ ^  și T||-||2 coincid.

Demonstrația acestei propoziții este imediată..
D efin iție . Două spații normate X , Y  peste același corp K  se numesc iso-

metrice dacă există o aplicație liniară bijectivă U : X  — > Y  care conservă 
norma, adică ||C7(z)[| =  ||z||, Vz G X.

O bservație. O aplicație liniară din X în V astfel încât ||t/(z)|| =  ||z||, 
Vz G X va fi numită în cele ce urmează izometrie (liniară) pe X.

D efin iție . Fie (xn )n  un șir în spațiul normat (X, ||-||). Perechea ((zn )n , (sn )„), 
unde sn  =  ^ j =1 Xk, se numește seria de termen general x n . Seria de termen 
general xn  va fi notată prin £ n>1 z n .
Seria £2n> 1  x n se numește convergentă dacă șirul (sn )n  este convergent; limita 
acestui șir se numește suma seriei și se notează cu £ 2 ^  zn .
Spunem ca seria ^ n> 1  xn  este absolut convergentă dacă seria numerică cu 
termeni pozitivi £ n> 1 ||zn || este convergentă.
Seria ^ n> 1 xn se numește necondiționat convergentă dacă pentru orice per­
mutare a a mulțimii numerelor naturale N, seria ^ n> 1 xa (n ) este convergentă.

Este important să avem criterii cu care să putem stabili dacă un spațiu 
normat este complet. Un astfel de criteriu este următorul rezultat.
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Propoziția 2.2 Fie (X, || • ||) spațiu normat. Atunci, (X, || • ||) este spațiu 
Banach dacă și numai dacă orice serie absolut convergentă în X  este con­
vergentă.
Demonstrație. Să presupunem mai întâi că X  este complet. Fie ^ n > 1 i n 
o serie absolut convergentă în X , deci pentru Ve > 0, Bn€ astfel încât 
^ “= n  ||a.’n|| < E. Atunci, pentru n, m  arbitrari cu n > m > nE avem

n m n n oo
| | £ r t - £ n | |  = | | £ i fe|| < £  IÎ II < £  ||zn || < 

fc=l k=l k=m k=m k=nc

ceea ce arată că ( ^ =1 Xk)n  este Cauchy, și, prin urmare, X  fiid Banach, 
convergent.

Reciproc, dacă ( i n )n este un șir Cauchy în X, există ( x ^ n  un subșir al 
său astfel încât

||xfcn+1- .T fcn|| < — , V n ț N ,

prin urmare seria £ n>1 | | i t n+1 — ZkJ| este convergentă. Folosind ipoteza, 
deducem că și seria 5Zn >i (̂ fcn+i — x kn ) este convergentă, deci șirul
țxk l + E X i 1 (̂ fcn+i ~ x kn ))m este convergent. Cum pentru orice număr natural 
m  > 2, 

. m—1
x ki + ^  ^ fcnti — x kn ) =  x km 

n=l
constatăm că subșirul (rt„)n  al șirului ( i n )n  este convergent. Ținând cont că 
orice șir Cauchy care conține un subșir convergent este convergent, demonstra­
ția este încheiată.

în continuare arătăm că produsul cartezian al unei familii finite de spații 
normate poate fi echipat în mod natural cu o structură de spațiu normat. 
Teorema 2.3 Fie (Xj, || • ||j), j  =  1,2, ...,n spații normate. Atunci,

| |( i 1, i 2 , . . . , i n )|| = max H^Hjj=l,2,...,n

este o normă pe X  = [[>1 ^ i  & topologia T||.|| coincide cu topologia produs 
pe X.
în plus, dacă fiecare (Xj,\\ ■ l^), j  = 1,2, ...,n este spațiu Banach, spațiul 
normat {X, || • ||) este de asemenea Banach.
Demonstrație. Este ușor de văzut că aplicația

(x i,x 2 , - ^ n ) 1— ► j=ml,2a,.x.. ,n||ij ||j
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este o normă pe X = H"= i Xj. Observăm că dacă B (E), B ^ E), j  = 1, 2,..., n 
simt sferele de rază E în X, respectiv Xj, avem că B (E) = IIj=i ^ j{ e ) ^ £ > ^ 
Este clar că topologia T||.|| coincide cu topologia produs.

Considerând ( ( i ^ , ! ^ ,  - ^ ^ ) ) m  un șir Cauchy în X, din inegalitatea

Hx^ -  x^Wj < max Vk,l e  N
" 3  3  3  j= l,2 ,. . . ,m  3  3  J

rezultă că pentru fiecare j  =  1,2,..., n, șirul ( x ^ ) m  C Xj este Cauchy. Cum 
(Xj, || • ||j), j  =  1,2, ...,n este Banach, există Xj G Xj, limita șirului (x^^m , 
de unde, concludem imediat că

I K l ^ , ! ^ , - , ^ )  -  ( X i ,X 2 , - , X n ) | |  0 .

2.2 Exemple de spații Banach
în această secțiune vom da câteva exemple importante de spații Banach.

1. Sp ații norm ate fin it d im en sion ale . Spațiul K n  poate fi normat în 
mai multe moduri. De un interes deosebit sunt așa numitele p-norme, unde 
p G [1, oo). Să definim pe K n  aplicația reală

n

« „ f e  ■ . € „ )  —  I I K i . G ......... O P ™ d e  I I K , . ^ ,  --..OP =  ( £ I O ) ’ - 
k = l

Pentru a arăta că această aplicație este o normă, facem mai întâi următoarele 
observații:

(1) Fie p, q > 1 astfel încât 1/p +  1/? =  1- Atunci,

H < — + — , V a ,b e K . 
p q

Este clar că este suficient să demonstrăm această inegalitate numai în 
cazul în care a > 0, 6 > 0 (ea fiind verificată în mod banal dacă unul dintre 
numere este zero). Să considerăm aplicația reală pe (0, oo), f(x )  = xp /p  -  x 
și să observăm că aceasta are valoarea minimă — 1/g când x =  1, deci

— 1----- x > — , V z > 0
p q
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sau, echivalent,
x v 1

1- -  > x, Vz > 0. 
p q

Dacă în relația de mai sus punem z = ab1^  și apoi înmulțim cu bg , inegali­
tatea propusă este demonstrată.

(2) (Inegalitatea lui Holder) Fie p, q > 1 astfel încât 1/p +  1/q = 1 și ^ , 
p, (z =  1, 2 , z?.) în K. Atunci,

/  \  i  \  1n \  p /  71 \  9

S i w <  i;i€.i’ E ^ i ’ 

i=l \i=l / \i=l /

Să presupunem mai întâi că (£ " =1 |^ |p )p ^  Oși ( E =1 IPJ9)’ ^  0- Atunci, 
dacă în observația precedentă ((1)), punem

„ _ 1̂1 1̂1
&  i > i

(E=i IGI”)’ (E=i M 9)’
obținem

și sumând, rezultă inegalitatea dorită,

K.I ■ fel , fel’ , M' ■ , „ _ ( E L  f e l - l i  E L ,  M ’ ) '  ’  ’ E -  I W  +  « E L ,  1 ^ , 1 ' ) ’ '  ...........

Dacă ( E ”=i !^IP )’ ~  0 s a u  (E?=i |p j9 )’ =  0’ totul este clar, inegalitatea 
devenind 0 < 0.

(3) (Inegalitatea lui Minkowski) Fie p G [1, oo) și („  z/, (z =  1,2,..., n) în 
K. Atunci,

Inegalitatea este evidentă dacă p =  1 sau E =1 talp =  0 s a u  E?=i l^ lP =  ^ 
Este suficient să o demonstrăm pentru („  î/t >  0 și cel puțin unul dintre
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numerele ^ ,  respectiv r^ nenul. Cu inegalitatea lui Hblder avem

£ & + 1.)' =  £ & + i r ‘€< +  î > . + 1 . ) %  < 

i=l t=l i=l

Prin urmare, împărțind la (^ " = 1 ((j +  T]i )p ) ” , demonstrația este încheiată. 
Să ne întoarcem acum la spațiul K  n  și la aplicația

Primele două proprietăți ale normei se verifică imediat. Folosind inegalitatea 
lui Minkowski rezultă și că

l l ( ( l , ^ - - . ( n )  +  ( ’l l > % . - - 1 ’ în ) l lP  <  l l ( G ^ 2 > - - ^ n ) l l p +  l l ( ^ 1 ^ 2 > - - ^ n ) l l p -

Mai mult (K n , || • ||p ) este spațiu Banach. Pentru a verifica aceasta, să 
luăm un șir Cauchy arbitrar (z j/ în K n , xi =  ((i!\ ^ >  •••>^) Și s & dovedim 
că este convergent. Pentru orice număr natural fixat k, avem

1 ^  “  d m ) l ^  11̂  “  x ™llp — * 0  când l,Tn—> 00

deci, ((^ )i este șir Cauchy în K. Deoarece K  este complet, concluzionăm că 
pentru fiecare k există ț k  în K , ^k =  l im ^ \  Notând x  =  ( ( i , ( 2 , - ^ n )  €  K n 
cum

I n  \  p

\k=l /

rezultă că ||z( — z ||p — ► 0 pentru l —> 00.
Ținând cont că orice spațiu liniar finit dimensional X  este izomorf cu K n 

(izomorfismul fiind în mod natural x  ।— * (CnG, - -^ n ) ,  unde ((b ( 2 , ^
K n  reprezintă coordonatele elementului z (z =  ^ J =1 ț k ek) într-o bază fixată
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(e!,e2 , ...,en ) a spațiului liniar n-dimensional X) concludem că (X, || • ||p ), 
II E t= i £*M P =  ( E L i  IN P)'> este s Pa ț i u  Banach.

2. S p ații de șiruri num erice m ărgin ite. Notăm cu Z“  mulțimea 
șirurilor numerice mărginite z =  (£n )neN C K. Cu suma și înmulțirea cu 
scalari uzuale (pe componente), l™ este spațiu liniar peste corpul K. Se 
verifică imediat că aplicația z •— ► ||z|l»

INI = sup|£n |
n ^ N

este o normă pe Z“ . Considerăm următoarele subspații liniare ale spațiului Z~: 
CK, conținând toate șirurile convergente, c°K . al tuturor șirurilor covergând 
la zero (care este la rândul său un subspațiu liniar al spațiului c /J  și s00 al 
șirurilor care au toți termenii nuli, exceptând un număr finit dintre ei (care, 
clar, este un subspațiu liniar al spațiilor c°K  și c^Y  Vom arăta că (Z£?, || • ||), 
N N N I M CK > II ’ II) s u n t  toate spații Banach (prin urmare, c/< este subspațiu 
liniar închis al spațiului Z“  iar c°K  este subspațiu liniar închis al spațiului 
CK ). Spațiul (soo, || • ||) nu este Banach; el este un subspațiu liniar dens al 
spațiului c°K , s ^  = c°K .

Să demonstrăm mai întâi ca (Z^, || • ||) este Banach. Fie ( in )n  un șir 
Cauchy în (Z£, || • ||), i n = ((ln ))fe>i. Fixând k e  N  , deorece j^"’ -  ^ l  < 
Nn — Zm|| — * 0 când n, m  —> oo, rezultă că ( ( ^ ) n >i este șir Cauchy 
în K. Cum K  este complet, pentru fiecare k e  N, există (unic) ( t  £ X, 
( t  = l im ^ N  Să notăm cu z șirul {^k )k Și să arătăm că z € Z^, și apoi 

n—»oo
că el este limita în (!“ , || • ||) a șirului (zn )n . Deoarece orice șir Cauchy este 
mărginit, există a  > 0 astfel încât Nnlloo < a, Vn € N. Deci,

| f ’| < a, Vzi G A, V k e N

de unde, 
IN  =  M ^ l  ^ k ^ N

adică z € Z .̂ A mai rămas de verificat că ||zn  — z|| — ► 0, când n —> oo. Să 
fixăm e > 0, și un număr natural n£ astfel ca pentru orice n ,m  > n£ s& avem 
Nn - z m | |<  e/2. Atunci,

idr’ - dm) i < | .
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Fixând k arbitrar și de asemenea n > n(e), în inegalitatea precedentă, pentru 
m —> oo, obținem

ldn) -  £fc| < f , ^  e  N, Vn > n(e).

Prin urmare,

Ikn -  i | |  =  sup |4n) - ( J  < ^ < E, Vn > n(e). 
k

Pentru a dovedi că (C K , || • ||) (respectiv (c^, || • ||)) este spațiu Banach, vom 
arata că C K -, (respectiv c^) este subspațiu liniar închis al spațiului (/“ , || • ||). 
Să pornim deci cu z =  ((J*  E CK Și să demonstrăm că x  este șir Cauchy în 
K , deci convergent. Fie (zn )n  C c#, unde xn  -^+ x. Rezultă că pentru orice 
s > 0 exista n(s) G N  astfel încât V n > n(s) și Vfc G iV

i4”  -  e j  < ^

Cum i n (e) este șir Cauchy, există k(e) G N  astfel încât | ( ^ £^ — ̂ Jn ^^| < e/3, 
¥k, l > k(e). Atunci, pentru k, l > k(e) avem

K. -  «.I < 1€. -  f  W ) l +  l d * B -  f  M l +  I f " ” -  «J < f-

Similar, se arată că c°K  = c°K . într-adevar, dacă x  =  (( t )t e c^, fie 
(zn )n  C c°K , xn  -M  x. Rezultă că pentru E > 0 arbitrar, există n(e) e N 
astfel încât V n > n(s) și Vk e  N

Deoarece x n ^  este convergent la zero, 3 k(e) 6 N  astfel încât Yk > k(e), 
ld" (E))l < e /2- Atunci, V k >  k(e)

IS J  < ict - d " <' ” n - i d " w , i < ^ .

ceea ce înseamnă că șirul x =  ( ( J t  converge la zero.
în continuare, găsim un șir Cauchy în Soo care nu este convergent în s00. 

Să considerăm șirul xn  = ( ț ^ j k  unde

M  =  /  V 2 * k  ~ n

[  0 k > n ’
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Notăm că pentru m > n, arbitrari, avem

x m - x n  = ( 0 , 0 , 0 ,  l/2 n + 1 , 1/2™, 0...), deci | | i m  -  zn || =  l /2 n + 1 ,

așadar (xn )n  este șir Cauchy în s™. Să presupunem că ar exista x  G s^ , astfel 
ca \\xn  — i | |  — ► 0, pentru n -+  oo. Dacă i  = ( (b  ---^k^ 0,0, ...), când n > k,

X n  ~  x  — ( ^  “ ^ 1 ’ 22 - ^ > - > ^  2^+ 1  ’ 2"’ 0’

adică | | i n  — i || > l /2 fc+1, de unde, pentru n —> 00, avem că lim ||in — r || > 
n

l /2 fc+1 (ceea ce contrazice faptul că \\xn  — i | |  — > 0, pentru n —> 00).
Mai avem de arătat că soo = c°K . Fie x în c°K , x =  ((J* . Este sufi­

cient să demonstrăm că pentru Ve > 0, există x G soo, cu ||r — x|| < E. 
Deoarece lim(t  =  0, găsim k(e) astfel încât Vk > k(e), |( t | < e/2. Luând 

k
x =  ( ( b  - , ^ ( £) ,0 ,...) (șir care aparține spațiului s^,), avem că

l k - i | |  = ll(o,-,o,G(E)+ i,..,^ ...)ll=  SUP l ( J < | < £-

3. Spațiile 1 .̂ Pentru p G [1, 00), considerăm mulțimea lpK  =  {((n )n >i C 

A| E n >i l£ jp este convergentă}; elementele sale se numesc șiruri p-absolut 
stimabile. Cu operațiile uzuale de adunare și înmulțire cu șelari, lpK  este un 
spațiu liniar (faptul că suma a două șiruri din lpK  este tot în lp

K  rezultă cu 
inegalitatea lui Minkowski). Aplicația

/  00 \  p

( « . ) . > ■  —  E  l£  J ” 

\ n = l  /

este o normă pe lp
K , notată în continuare cu || • ||p . Primele doua proprietăți ale 

normei se verifică imediat, iar | | ( £ n ) n > i  +  ( p n ) n > i | |p  <  l l ( £ n ) n > i | |P + | | ( î 7 n ) n > i | |p 
rezultă cu inegalitatea lui Minkowski.

Mai mult, (l^, || • ||p ) este spațiu Banach. într-adevăr, să considerăm ( i n )n 
un șir Cachy arbitrar în 1^, xn  = ((^)k- Pentru orice număr natural fixat k,

l d n )  -  d n ) l <  I k n  -  Z m llp  — * 0  pentru n, m  00,

deci (([n \  este șir Cauchy în K. Deoarece K  este complet, pentru fiecare 
k, există l im (^  =  ^k . Observăm mai întâi că șirul numeric x =  (( t )t G lp

K .
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într-adevar, cum ( in )n  este șir Cauchy, el este mărginit, prin urmare Sa > O, 
astfel încât

^ l ^ l ” ^ ^ -  V n ,m e N . 
fc=i

Fixând m e N, pentru n —> oo, avem că £ " = 1 |£fc|p < a p , ceea ce dovedește 
că T 6 lpK .

Dacă mai arătăm că | |in  — r | |p — ► 0 , n —> oo, putem concluziona că 
(^> II ‘ lip) este s Pa țiu  Banach. Fie deci e > 0. Cum ( in )n  este șir Cauchy, 
3ne astfel încât Vn, m > n£ , \\xn  — x m \\p  < s/2. Atunci, pentru fiecare număr 
natural l, avem

k = l

și, pentru m —» oo,

fc=l

Din această inegalitate, pentru Z —► oo, rezultă

k=l

și deci ||zn  — x||p < E, V n > n e .
4. Spații de funcții mărginite. Dacă T  este o mulțime nevidă, să 

notăm cu BK ^T) = { X : T  K  \ X funcție mărginită}. Cu operațiile uzuale 
de sumare și înmulțire cu scalari ale funcțiilor numerice BK (T) este spațiu 
liniar. Se verifică imediat că aplicația x ।— ► ||i||oo, unde

INIoo =  sup |i(i) |
tG [a-,6]

este o normă pe BK (T). Să arătăm că (BK (T), || ■ ||oo) este spațiu Banach. 
Fie (rn )n  un șir Cauchy. Atunci, pentru orice t € [a,b], fixat, avem 
| i n ( t ) - r m (Z)| <  | | i n - i m ||oo — * 0, pentru n ,m  —► oo, deci (rn (Z))n  este șir 
Cauchy în K. Din nou, din completitudinea lui K  rezultă că există (unic) 
un număr, x(t) cu xn (t) — > x ( t \  Arătăm că functța x : T  ।— ► K, definită 
prin x(t) = lim in (i) se află în BK (T). Deoarece șirul ( i n )n  este Cauchy, el ' n
este mărginit, deci există a  > 0 astfel încât ||zn||oo < a, Vn G N. Atunci,

|i(Z)| =  lim |in (Z)| < a, VZ G T, n
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adică funcția x este mărginită.
Să mai verificăm că pentru VE > O, 3 n£ astfel încât Vn > n£ , ||xn — z||oo < 

e, adică (xn )n converge la x în (BK (T), || • ||oo)- Fie £ > 0 și ne astfel încât 
pentru n ,m >  n£ , | |i n  — zm ||oo < £/3. Atunci,

l k  -  Z n JIo o  =  s u p  l im  | r n ( t )  -  Xn e ( t ) |  < 
te  [a,6] n ^ ° °

<  s u p  S U p |x n ( t )  - Z n e ( t ) |  =  s u p | | z n  - ^ J l x  < 
te  [a,6] n > n t  n>nc J

și prin urmare, Vn>  n£ ,

£ £
||X  I n ||o o  Si | |^  ^ n £ | | »  d-  | | l n  ^ n e | | »  ^  9 "^ î  <  £•

Remarcăm că (B^(N ), || • Hoo) = ( ^ ,  || • ||) (Exemplul 2).
5. S p ații de fu ncții continue. Fie C/^[a,b] spațiul liniar al funcțiilor 

continue pe intervalul [a, 6] (cu valori în K), echipat cu norma

Hxlloo = sup |z(t)| =  max|z(t)|. 
te[a,b] tG(a,fc]

Demonstrăm că (CK [Q, b], || • H^) este spațiu Banach. Ținând cont de faptul că 
CK \O,, b] este subspațiu liniar al spațiului Banach (Bx[a, ^  IHIoo) este suficient 
să verificăm că C^fa, 6] este închis în (Bx[u,C, || • ||oo)- Fie deci ( in )n  un șir 
din C^a.b] convergent în (B^[a,b], || • Doc) la x. Dacă arătăm că funcția x 
este continuă pe [a, 6], demonstrația este încheiată. Să fixăm deci t £ [a, 6]. 
fiebuie să dovedim că pentru V£ > 0, 3 5 > 0 astfel încât dacă |s — t| < 5, 
|x(s) — x(/)| < £. Să luăm n£ cu ||xn t — x||oo < E/3. Cum funcția xnc este 
continuă în t, există 5 > 0 astfel încât dacă | s - / |  < 5, kn£ k ) - i n e (CI < C3. 
Atunci, pentru |s — t| < 6  avem

| x ( s ) - x ( t ) |  <  | z ( s ) - Z n E ( s ) |  +  |x n e ( s ) - Z n £ ( t ) |  +  | z n E ( O - z ( C I  <  f +  f +  f  < 

O u  u

ceea ce dovedește că funcția x este continuă în t. Norma pe Cf([a,b], va fi 
notată în mod uzual cu || • || în loc de || • ||oo-

6. S p ațiile  L ^(T ). Fie T  = [a,b], un interval de numere reale și 
p € (l,oo). Spațiul ^ ( T )  este definit ca spațiul liniar al tuturor claselor 
de echivalență al fimcțiilor numerice definite pe T  măsurabile Lebesgue cu 
proprietatea că |x|p este integrabilă. Doua funcții sunt echivalente dacă sunt
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egale a.p.t. (clasa de echivalență a elementului x se notează cu același simbol, 
x}. Aplicația definită prin

IÎ IIP = (y  klP̂ ) ’

esteonorm ăpeL^(T) și (LP
K (T), ||-||p ) este spațiu Banach. Pentru demonstra­

ția acestui rezultat se poate consulta de exemplu [5].

2.3 Spații normate finit dimensionale
2.3.1 Echivalenta normelor
Următorul rezultat arată că toate normele pe un spațiu liniar finit dimen­
sional sunt echivalente și, ca urmare, toate topologiile de spațiu liniar normat 
coincid.
Teorema 2.4 Fie X  un spațiu vectorial peste corpul K  având dimensiune 
finită, dim ^X  = n < oo și {ei, 62, ■■•, en } o bază algebrică a spațiului X . 
Atunci:
1) Aplicația reală pe X , x ।— ► ||x||2, unde, pentru x = ^2j= i^jej,

este o normă pe X .
2) Orice altă normă pe X  este echivalentă cu || • U2-
Demonstrație. 1) Acest fapt rezultă imediat cu inegalitatea lui Minkowski 
(2.2, Exemplul 1, (3)).

2) Să considerăm || • ||, o altă normă pe X. Atunci, pentru orice
x =  ^ " =1 ^Cj, folosind proprietățile normei și inegalitatea lui Hblder, obținem
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Prin urmare mai avem de arătat că există fi > O astfel încât ||z ||2  <  /3 ||x ||, 
Vx € X. Să presupunem prin absurd că aceasta nu se întâmplă, deci că 
^fi > O, Bx@ G X, cu 11x̂ 112 >  fi\\x^\\-, în particular, pentru orice număr 
natural m, 3xm  G X, cu Him^ > m ||im ||. Să considerăm șirul fem )m >i, 
unde

1 
Dm — Țj r  ^m-

Reținem că ||î/m ||2 =  1 și că ||î/m || < 1/m, Vm G N. Cum ym  G X, ym  =
=  E j= i 77jTn ê j ’ Vm ^ ^ ‘ Fbcând j  arbitrar, j  G {1, 2, ,...,n}, din

/  n \  2
l ^ l  -  ( E L ^ I 2 ) =  I I M 2  =  F  G N , 

\ j = i  /

obținem că șirul numeric (7/jm ’)m >i este mărginit, deci conține un subșir 
convergent. Procedând prin diagonalizare, găsim pentru Vj G {1,2, ....,n} 
un subșir convergent al șirului ( ^ ) m >i, notat, pentru simplificarea scrierii 
cu (7-m ))m , 7*m) ^  7j. Să definim în K n  șirul (zm )m >i,

n

E (m)

J=1

și elementul 
n

2  =  E ¥ r 
j=i

Deoarece (zm )m >i este un subșir al șirului (i/m )m >i (am procedat prin dia­
gonalizare pentru extragerea subșirurilor (7jm ))m , Vj G {1,2, ....,n}), avem

1 = lim||zTn||2 =  lim ( ^  |7$m ) |2 ] = 

\j= l /

deci, reținem ||z||2 =  1. Pe de altă parte, V m E N  ,
n

11*11 <  II* -  *m|| +  ||*m|| =  II £ ( ? ;  -  7 jm ) )e j|| +  ||*m|| <

J=1
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< E  h j  -  ^ ’i • HM + IÎ II -  ^ H N I  +

Când m —> oo, obținem ||z|| =  0, deci 2 = 0, ceea ce contrazice faptul că 
IHl2 =  i-

Prin urmare există /3 > 0 astfel încât ||i||2 < ^ ||z ||, Vz G X, ceea ce ne 
permite să concludem că orice normă pe X este echivalentă cu norma || • ||2 . 
Corolarul 2.5 Orice spațiu normat finit dimensional, (X, || • ||) este spațiu 
Banach.
Demonstrație. Să alegem {ei, e2,..., en } o bază algebrică a spațiului liniar X. 
Norma || • || fiind echivalentă cu || • H2, este suficient să arătăm că spațiul X 
cu metrica definită de norma euclidiană, || • H2, este complet. Dacă (rm )m , 
xm  =  Ș2"=1 ^ ^ e ^ ,  este un șir Cauchy arbitrar, pentru orice j  € {1,2,...., n}, 
șirul ( { ^ ) m  este Cauchy în K, așa cum rezultă din inegalitatea

Cum țK , | • |) este complet, există ^  G K, ^ = lim Arătăm că i m  - ^  x, 
unde x = £ " =1 ^ e j .  Deoarece (xm )m  este șir Cauchy, pentru VE > 0, BmE G 
N, astfel încât Mk,m > m E, \\xk -  i m ||2 =  (E"=i l ^  “  ^ l 2)1/2 < E/ 2 - 
Fixând m  arbitrar, m > mE și trecând la limită în inegalitatea de mai sus 
pentru fc —> 00, obținem

E  l ^ 1 “  N 2)1/2 ^  £ / 2  < f, V m  > ™e,

adică ||zm  — z ||2 < £, Vm > m £ . Am arătat deci că șirul Cauchy țxm )m  este 
convergent.
Corolarul 2.6 Orice subspațiu liniar finit dimensional Y  al unui spațiu 
normat (X, || • ||) este închis.
Demonstrație. Din corolarul precedent, spațiul normat (Y, || • ||) este Banach. 
Dacă y se afla în închiderea mulțimii Y, există un șir de elemente din Y, 
(yn )n, care converge la y. Șirul (yn )n este Cauchy în spațiul complet Y , deci, 
există z E Y , z = linK/n . Din unicitatea limitei (în spații Hausdorff ) rezultă n
c& z = y E Y.
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2.3.2 M ulțimi com pacte în spații normate 
finit dimensionale

în acest paragraf vom arăta că familia mulțimilor compacte în spații normate 
finit dimensionale coincide cu cea a mulțimilor închise și mărginite.
L em a 2 .7  Fie (X, || • ||) un spațiu normat și Y  un subspațiu liniar propriu 
închis al spațiului X  (Y  Q X). Atunci, pentru orice E > 0  există un element 
x e în X  \  Y  astfel încât | | i f || =  1 și | | i £ — y\\ > 1 — E, 'iy E Y.
Demonstrație. Fie e > 0, (E < 1). Cum Y  Q X , există r  £ X  \  K Să notăm 
cu d distanța dintre elementul x și mulțimea Y. Y  fiind mulțime închisă, d 
este strict pozitivă, d =  in f ||i  — j/|| > 0. Din d < d(l +  E), rezultă că există y^Y
un element y£ & Y  astfel încât d < \\x  — y£ || < d(l + e). Definind x£ prin

1
Ik -  &II • (^ -  ye)

observăm CĂ xE £ X  \  Y  (deoarece dacă x £ ar fi în X  \  Y , ar rezulta că 
x = x£ \\x — y£ \\+y£ E.Y, ceea ce contrazice alegerea elementului x e X  \  Y).
Este clar că ||rE|| = 1, și, pentru y € Y  arbitrar, avem

11̂  " y  ̂=  ‘ "  y^ “ y  ̂=  llr \  ’ ^ (&+y||z-yell)ll >

n-------- n * & > “77------ 7 * &I k - M  d(l + e)
1

1 + £
> 1 -  E

T eorem a 2.8 (Teorema lui Riesz) Fie (X, || • ||) spațiu normat peste corpul 
K . Următoarele afirmații sunt echivalente:

1) X  este finit dimensional; '
2) Orice submuțime închisă și mărginită a lui X  este compactă.

Demonstrație. 1) => 2) Să presupunem că dimensiunea spațiului liniar X  este 
n și să considerăm {fi!, 62,..., en } o bază arbitrară a sa. Fie A o submulțime 
mărginită și închisă a lui X  și țxm )m un șir de elemente din A. Deoarece 
|| • || ~  || ■ Ih, rezultă că există o > 0 astfel încât | | im ||2 < o, Vm G X . Fiecare 
Xm = H = i Și> d i n

2

= ll̂ mlh < a, ^ m e  N
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rezultă că șirul { ^ ^ m  este mărginit, Vi =  1,2,..., n, deci conține un subșir 
convergent ți = 1,2, ...,n). Atunci, procedând prin diagonalizare, obținem 
un subșir (zm )m  al șirului ( im )m  , zm  =  £P =1 7-m )e, și 7jm) — > 7,, când 
m —> 00, i =  1,2, ...,n. Punând z =  ^ " = 1 7,ei, avem că zm  — ► z, pentru 
m 00. Intr-adevăr,

Z V 1
/ n \  2

Ik m  -  Z ||2  =  I 2 2  l7 ^  “  ^ I 2  I ----- * 0 1  C â n d  m “ * ° ° - 

\ i = l  /

Mai mult, A fiind închisă, z € A. Am arătat că orice șir de elemente din A 
conține un subșir convergent la un element din A, ceea ce dovedește că A 
este mulțime compactă.

2) => 1) Să presupunem prin absurd că X nu este spațiu liniar finit 
dimensional. Fie 27 G X, 27 arbitrar nenul și Yî subspațiul liniar generat 
de i i .  Subspațiul Y  ̂ fiind finit dimensional, cu Corolarul 2.6 rezultă că Ŷ  
este închis în X. Deoarece X nu este finit dimensional, Y  ̂ £  X. Atunci, din 
lema precedentă, 3^2 ^i, Ik2|| =  1, 11̂ 2 — 3/|| > 1/2, Vy G Yî; în particular, 
||x2 — ^i|| > 1/2. Mai departe, fie Y2 subspațiul liniar generat de {xi,x2}. 
Argumentând că mal sus, 3x3 ^ Y2, ||x3|| =  1, ||x3 — Î/|| > 1/2, \/y G Y2; 
în particular, ||xs — Xj|| > 1/2, i =  l,2 . Procedând inductiv, obținem un șir 
^m)m  în X astfel încât ||xm || =  1 și ||xm  — Xfc|| > 1/2, Vm, k E N. Deci, 
bila unitate închisă B (l), conține un șir, anume țxm )m , care nu are subșiruri 
convergente, adică nu este mulțime compactă, deși este închisă și mărginită, 
ceea ce contrazice 2).
Corolarul 2.9 Fie (X, || • ||) un spațiu normat peste corpul K  astfel încât 
bila unitate închisă a spațiului X  este compactă. Atunci X  este spațiu liniar 
finit dimensional.
Demonstrație. Cu teorema lui Riesz este suficient să arătăm că dacă A este o 
mulțime mărginită și închisă, atunci ea este compactă. Să considerăm A G X 
o mulțime mărginită și închisă. Atunci, 3o > 0 astfel încât ||x|| < o, Vx G A, 
ceea ce implică 1 /a  A G B (l). Totodată 1 /a  A este mulțime închisă, deci 
fiind submulțime a mulțimii compacte B (l), este ea însăși compactă. Cum 
aplicația x ।— ► l /o  • x este un homeomorfism pe X, putem concluziona că și 
A este compactă.

încheiem această secțiune cu o aplicație, un rezultat de aproximare în 
spații liniare normate.
Propoziția 2.10 Fie (X, || • ||) un spațiu liniar normat peste corpul K  și 
Y  un subspațiu liniar finit dimensional al spațiului X . Atunci, pentru orice
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x E X , există un element yx E Y  astfel încât

d (x ,Y )  =  Hz -  yx \\,

( yx se numește element de cea mai bună aproximare a elementului x în Y). 
Demonstrație. Să notăm cu d = d(x, Y ). Cum d = inf ||z — y\\, pentru orice 

n E N , există yn E Y  astfel încât d < ||z — yn \\ < d + 1/n. Subspațiul Y 
fiind închis în X  (conform Corolarului 2.6), rezultă că A, închiderea mulțimii 
{yn  | n E N} este conținută în Y. Să mai notăm că A este mărginită. 
Deoarece Y  este finit dimensional, cu Teorema lui Riesz, avem că A este 
compactă, deci orice șir de elemente din A, în particular (yn )m conține un 
subșir convergent, fie acesta (yn k )k yx- A  fiind închisă, yx E A C Y. Din

d < \\x -  yn k \\ < d + —

rezultă, pentru k —> oo, că d = ||z — yx \\.

Exemplu. Să considerăm spațiul liniar normat (Cic[a, 6],|| - Ho,) și subspațiul 
său Pn [a,b], al tuturor polinoamelor de grad mai mic decât n. Este clar că 
Pn [a, b] este finit dimensional (o bază a sa fiind { l,t, t2 , ..., tn }). Cu propoziția 
de mai sus, pentru orice funcție continuă x E Cx[a,b], există un polinom de 
grad cel mult n, p(t) = £ ^ =1 A ^ ^ , A^ E K, k = 1,2, ...,n, astfel încât

n n

inf k  -  £  V l k  =  Ik -  £  4 * 1 1 -

2.4 Definiția spațiilor Hilbert și proprietăți 
elementare

Definiție. Fie X  un spațiu liniar peste corpul K. Se numește produs 
scalar pe X o aplicație definită pe X x X cu valori în K  având următoarele
proprietăți:
(i) < ax + i3y, z >= a < x ,z  > +0 < y ,z  >, Vz, y, z E X, a, 3 E Kf
(ii) < x, y >= < y ,x  >, Vz, y E X-,
(iii) < z, z > >  0, Vz G X, z 0.

Dacă < •, • > este un produs scalar pe X, perechea (X, < • , •> )  se nu­
mește spațiu cu produs scalar sau spațiu prehilbertian.
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O bservație. Din definiția produsului scalar rezultă cu ușurința și urmă­
toarele proprietăți ale sale:
1) < x ,a y  + ^ z  >= ci < x ,y  > +Ș < x ,z  >, V x, y, z E X , a, ft €. K  \
2) < x ,x  >> 0, Vx G X;
3) < x,0 > =  0, Vx G X.

Pentru a simplifica notațiile, vom folosi în considerațiile imediat urmă­
toare prescurtarea ||r|| = y <  x, x >. De fapt, vom demonstra (vezi Teorema 
2.16) că, într-adevăr, || • || este o normă pe X..

E xem ple. 1. Pentru x = ( ( p ^ , - - , ^ )  Și 2/ = ( j h ^ - - ^ n }  î n  X n să 
definim

n

< x ,y > =  5 2 ^ - 

i = l

Atunci, < •, • > este un produs scalar pe K n .
2. Aplicația < •, • > definită pe l^  x i^cu valori în K  prin

oo 

< x ,y > =  5 2 ^ 

i = l

unde x = (^n )n , y = (jln )n este un produs scalar pe l^.
3. Să definim pentru x, y e ^ { [ a , b]),

< x ,y > =  {  x{t)y{t)dt.
J  a

( ^ ( [ a ,  6]), < • ,•> )  este un spațiu cu produs scalar.
P rop oziția  2.11 Fie (X, < •,•> ) un spațiu cu produs scalar și x, y elemente 
arbitrare în X . Atunci:
1) ||r  +  y||2+ ||i  — 3/||2 =  2( ||i | |2+ ||Î/||2) (Identitatea paralelogramului).
2) In cazul în care K  = R

< x ,y > =  J d H î / l l 2 -  Ik -  yll2)

și când K  = C 1

1 . 3 ,
< x ,y > =  -  ^ i k \\x + ik y\\2

fc=.O

(Identitățile de polarizare).
Demonstrație. Verificarea egalităților se face imediat, folosind proprietățile 
produsului scalar.
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Vom introduce în continuare câteva noțiuni geometrice ce se extind în 
mod natural de la spații finit dimensionale la spații cu produs scalar arbitrare. 
D efin iție . Doi vectori, x și y într-un spațiu X  cu produs scalar se numesc 
vectori ortogonali sau perpendiculari, (și scriem xl.y) dacă < x ,y  > =  0. 
Spunem că vectorul x este ortogonal (perpendicular) pe mulțimea A C X 
dacă xLy, Vy 6 A. Mulțimile A și B  sunt ortogonale (A1B) daca \/x E A 
șiY y  € B, x l.y . O familie (nevidă) de vectori ai spațiului X , {xL | b E 1} se 
numește ortogonală dacă x L± x T , b r. Dacă în plus, | | i t || = 1, Vi G I, fami­
lia {xL | t € /} se numește ortonormală.
O bservație. Dacă { i t | t € 1} este o familie ortonormală în X , atunci ea 
este liniar independentă, deorece, din 0 =  £ ^ j  akXk rezultă 0 = <  0,xi >= 
— <  )  \ —i &kXki El > I 2 k = l  < ^kEki X[ >— Obi-
P ro p o z iția  2.12 (Teorema lui Pitagora) Dacă x±y, atunci

\\E + y\\2 = \\x\\2 + \\y\\2 .

Demonstrație. Pentru x și y doi vectori ortogonali, avem: | |i  +  y||2 = 
=< x + y ,x  + y >= | |i | |2+ < x ,y >  + < y ,x  > + |M |2 =  ||z ||2 + ||i/||2 .
T eorem a 2.13 Fie {xk}\<k <n  o familie ortonormală în spațiul cu produs 
scalar X . Atunci, pentru orice x E X, are loc egalitatea

n n

INI2 =  S  । < X k  >  i2  +  ii1  -  5 2  < X k  >  II 2 - 
k = i k=i

Demonstrație. Scriindu-1 pe x, 
n n

x x ,x k > x k + țx x ,x k > x k ),
k = l k = l

un calcul scurt, în care se folosesc proprietățile produsului scalar, arată că 
x — Y^k=i < E,Xk > Xk și £ j =1 < x,Xk > Xk simt ortogonali. Atunci, cu 
Teorema lui Pitagora, obținem

n nII1!!2 = II52 < >i t||2 + ||i-^<i,it >it||2.
k = l  k = l

Țînând cont că {ikK =1 este o familie ortonormală, avem
n n

|| £  <  >  X fc||2  =  £  | <  x, x k > |2 ,
k = l *:=!
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ceea ce încheie demonstrația teoremei.
C orolarul 2 .14 (Inegalitatea lui Bessel) Fie {xk }k=y o familie ortonormală 
în spațiul cu produs scalar X . Atunci, pentru orice x E X,

Ikll2 > £ |  < x ,x k > |2 .
t=i

C orolarul 2.15 (Inegalitatea Cauchy-Schwarz) Pentru orice doi vectori x 
și y ai spațiului prehilbertian X  are loc inegalitatea

| < i , p | <  M l • |M l

Demonstrație. Cazul y = Q este banal (inegalitatea devine 0 = 0); să pre­
supunem deci că. y ^  0. Familia formată doar din vectorul y/\\y\\ este o 
familie ortonormală. Dacă aplicăm inegalitatea lui Bessel, obținem pentru 
orice x E X ,

T eorem a 2.16 Fie (X, < •, • >) un spațiu prehilbertian. Aplicația
x —> ||x|| = <  x ,x  >2, este o normă pe X .
Demonstrație. Proprietățile normei, cu excepția inegalității triunghiului, se 
verifică imediat ținând cont de proprietățile produsului scalar. Fie acum x, 
y E X . Atunci, cu inegalitatea Cauchy-Schwarz, avem

lk + ?/||2 =< x ,x  > + < x ,y  > + < y ,x  > + < y ,y  >=

= < x ,x  > +2Re < x ,y  > + < y ,y  ><

<< x ,x  > +2| < x ,y  > |+ < y ,y  ><
1 1

<< x ,x  > +2 < x ,x  > 2 < y ,y  > 2 + < y ,y  >,

deci

Teorema precedentă arată că dacă (X, < •, • >) este un spațiu prehilber­
tian, < •, • > induce o metrică naturală pe X , cea definită de norma ||x|| = 

1 < x >2:
d(x,y) =< x - y , x  - y  > î .
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Avem deci în X , noțiunile de convergență, completitudine, densitate din 
spații metrice (în particular, normate).
D efin iție . Un spațiu cu produs scalar (X, < •, • >), cu proprietatea că 
(X, || • ||) este spațiu Banach, se numește spațiu Hilbert.
O bservație. Dacă X  este spațiu Hilbert, aplicația (x,y) — >< x ,y  > 
definită pe X x X cu valori în K  este continuă. într-adevăr, fie (xn )n  și (yn )n 
astfel încât x =  limrn  și y =  limi/n . Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz, n n

| < r n , y > -  < x, y > | = | < x n  -  x, y > | < ||zn -  z|| ■ ||y||

deci, șirul numeric (< x n ,y  >)n converge la < 1,7/ > . Aplicând aceeași 
inegalitate, avem că

| < xn  — x, yn -  y > | < ||zn  -  x|| • ||î/n  -  T/||

ceea ce arată că, < xn  — x ,y n  — y > — > 0, când n —+ 00. Totul este clar acum, 
observând că are loc următoarea egalitate:

< x n ,y n > -  < x ,y  >=< xn - x ,  yn - y  > + < x n ,x  > + < x ,y n  > - 2  < x ,y

E xem ple. 1. K n  este spațiu Hilbert n-dimensional.
2. 1^ este spațiu Hilbert infinit dimensional. Familia B =  {en | n € IV} 

unde en  =  (5 ^ ) t  este liniar independentă.
3. L ^ la , b]) este un spațiu Hilbert infinit dimensional, deoarece funcțiile 

1, t, t2 , .... constituie o familie liniar independentă.
4. Spațiul liniar P  al funcțiilor polinomiale cu coeficienți în K, definite 

pe intervalul real [a, 6], înzestrat cu produsul scalar

< f,g > =  [  f(t)g(t)d t

nu este complet. Aceasta o putem dovedi, de exemplu, considerând șirul 
(Pn)n,

™

j=0

care converge în £^([0,6]) la g(t) =  1/(1 — |t) . Deci, (Pn )n  este șir Cauchy 
în P, dar nu converge la un vector din P  deoarece g £ P  C L ^^a , b]).
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2.5 Proiecții pe subspații închise
In continuare, dacă Y  este o submulțime a unui spațiu Hilbert X  vom nota 
cu y 1  mulțimea vectorilor din X  care sunt ortogonali pe Y.
P ro p o z iția  2 .17  Fie Y  o submulțime arbitrară a spațiului prehilbertian X . 
Atunci, Y 1  este un subspațiu liniar închis al spațiului X  și V1  = SpY . 
Demonstrație. Folosind liniaritatea (în prima variabilă) a produsului scalar, 
rezultă imediat că F 1  este subspațiu liniar al lui X . Să demonstrăm că acest 
subspațiu este închis. Fie x G F x , deci 3 (rn )n  c  y 1 , x n  — > x. Pentru 
y E Y, ț< xn ,y  >)n  converge la < x ,y  > . Cum < xn ,y  >= 0 rezultă că 
< x ,y  >— 0, prin urmare x E F 1 . Egalitatea F 1  = SpY  se demonstrează 
cu argumente similare.

în cele ce urmează considerăm F  subspațiu închis al spațiului Hilbert 
X . Subspațiul închis Y~ se numește complementul ortogonal al subspațiului 
F . Teorema pe care o vom demonstra în continuare arată că există vectori 
ortogonali pe orice spațiu închis, de fapt sunt atât de mulți astfel încât X  = 
{y + z \ y E Y ,  z E F 1 }. Această proprietate geometrică importantă explică 
bogăția și varietatea rezultatelor referitoare la spații Hilbert față de cele ce 
se pot obține în contextul mai general al spațiilor Banach.
L em a 2.18 Fie X  spațiu Hilbert și Y  subspațiu închis al spațiului X. Atunci, 
pentru orice x E X , există un unic element de cea mai bună aproximare a 
lui x în Y , adică 3\yx  6 Y  astfel încât yx  = d(x,Y ).
Demonstrație. Să notăm d = d(x, Y). Atunci, există un șir (yn )n C F, astfel 
încât 1

d < ||x -  î/n || < d +  -

Pentru n, p E N,a.vem

WVn+p — yn\\‘ =  IK3- ~ lln+p) — (^ — J/n)|| =

=  2II3- — yn+p\\' F “2\\x — yn \\ — ||x — y-n+p 3- x  — yn \\‘ =

=  2||x -  w j l 1 +  2||x -  j . | | !  -  4||x -  + <

< 4(d +  —)2 — 4d2 — ► 0, când n oo.
n

Egalitatea a doua rezultă din Identitatea paralelogramului; iar inegalitatea 
din faptul că (yn +P + yn )/2 € Y. Am arătat că (yn )n este șir Cauchy în X, 
deci convergent, și deoarece F  este închis, limita sa, pe care o notăm yx se
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află în Y. Rezultă imediat, trecând la limită în d < ||i  — 2/n || < d + 1/n, 
n —» oo, că ||z — y^l = d. Să presupunem că z este un alt element în Y  astfel 
încât Hz — z|| =  d. Atunci,

II2 -  S/rlI2 = II(* -  2) -  (* -  yj||2 =
=  2||z -  z||2 + 2||z -  y ^ 2 -  4||z -  ^ | | 2 < 4d2 -  4d2 =  0, 

ceea ce dovedește și partea de unicitate.

O bservație. Urmărind demonstrația de mai sus, se observă că Ierna funcțio­
nează într-o situație mai generală, anume când Y  este submulțime convexă 
închisă a spațiului X.
T eorem a 2.19 (Teorema Proiecției) Fie X  spațiu Hilbert și Y  subspațiu 
închis al spațiului X. Atunci, pentru orice element x E X, există în mod 
unic y E Y  și z E Y 1  astfel încât x = y + z.
Demonstrație. Fie x E X . Folosind Ierna precedentă, există un unic element 
de cea mai bună aproximare a elementului x în Y , fie acesta yx . Luăm y — yx 
și z — x — y, deci x = y + z. Singurul lucru care trebuie verificat acum este 
că z € K1 , adică z± Y , sau, echivalent, < z,v  > =  0, Vv € Y. Pentru t G V și 
X E K, arbitrari, avem

IHI2 < l k - t | | 2 =  ||z — Av||2 = 
te Y  t= yx +Xv

= ||z||2 — A< z ,v  > — X < z ,v  > + A A || v ||2 .

Punând aici A = <  z,v  > /||v ||2 , rezultă

2 | < z,u > |2 | < z, v > |2 | < z,v > |2

W  + IM2 ’
deci | < z, v > |2 < 0 ceea ce în definitiv revine la < z, v > =  0, Vv E Y.

Unicitatea se demonstrează cu ușurință: dacă x ', yf sunt alte două e­
lemente în Y , respectiv V 1 , astfel încât x = y' + z' = y + z, rezultă că 
y' — y = z — z' E Y Y v  = {0}, deci y1 = y, z' = z.
O bservație. Elementul y se mai numește și proiecția vectorului x pe sub- 
spațiul liniar Y.

Următorul corolar rezultă în mod evident din teorema precedentă.
C orolarul 2 .20 Fie X  spațiu Hilbert și Y  subspațiu închis propriu (Y C X ) 
al spațiului X . Atunci Y r  ^  {0}.
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2.6 Baze ortonormale
Pentru definirea noțiunilor noi din această secțiune sunt necesare câteva pre­
liminarii.
Lema 2.21 Fie X  spațiu Hilbert și (xn )n  un șir de vectori ortogonali din 
X  (< xn ,x m  > =  0, i n  ^  m) cu proprietatea că seria ^ n > 1 ||rn ||2 este 
convergentă. Atunci, seria ^ n>1 x n  este necondiționat convergentă în X 
( ia  permutare a mulțimii N, seria £ n>1 x a ^  este convergentă). Mai mult, 
suma seriei ^ n>1 x n  nu depinde de ordinea termenilor.
Demonstrație. Dacă sn  = S = 1 ifc §' in =  E L i  ll^ ll2 , din teorema lui 
Pitagora obținem

ll^n+p $n|| =  tn+p tn , ''in, p £ N

ceea ce dovedește că șirul (sn )n  este Cauchy. Cum X  este spațiu Hilbert 
rezultă că acest șir este convergent, sau, echivalent, seria ^ n> 1 xn  este con­
vergentă. Să considerăm a o permutare a mulțimii N. Deoarece seria nume­
rică 52n> 1 | | i n ||2 este necondiționat convergentă, rezultă, cu același argument 
ca mai sus că seria ^ n> 1 x a (n ) converge. Singurul lucru pe care îl mai avem 
de demonstrat este c& x — y, unde x = £ “=1 x n Și y = E ”=i x a{n)- în mod 
clar, x — y E Sp{in  | n E N}. Pe de altă parte, pentru orice m  £ N,

n n

< x -  y ,x m >= lim < V ' x k - \ '  x ^ ^ X m  >= 0, 
n—>00 Jt=l fc=l

prin urmare, x —y E Sp{in  | n E N } ^ . Concludem că x —y G Sp{in  | n G N} 
nSp{rn  | n G N} = {0}, deci x = y.
Lema 2.22 Fie X  spațiu Hilbert și {xL \ i E 1} o familie ortonormală 
în X. Atunci, pentru orice x E X , submulțimea Ix a mulțimii indicilor I, 
Ix — {t € I  \ < x,Xi > ^  0} este cel mult numărabilă.
Demonstrație. Pentru E > 0 arbitrar să notăm

1 ^  = {L E I  | | < x ,x L > | > E}.

Să presupunem că Ix^ este o mulțime infinită. Atunci, 'in G N, 3 t i , i 2 ,...,in € 
Ix^ , adică 3 i i , i 2 , in în I  cu proprietatea | < x, x Lk > | > E, i k  =  1,..., n. 
Folosind Inegalitatea lui Bessel rezultă că Ș2£= 1 1 < x ,x ik > |2 < ||i | |2 , ceea 
ce implică n ■ E2 < ||r ||2 , i n  E N  (contradicție). Prin urmare, am stabilit
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că pentru W > O, 1 ^  este vidă sau finită, și cum Ix  =  Un >i ^ ^  rezultă 
că Ix , fiind reuniune număr abilă de mulțimi finite (sau vide), este cel mult 
numărabilă.

Observație. Dacă {xL \ L E 1} este o familie ortonormală în X , pentru 
orice x E X  putem considera familia (numerică) {< x ,x c > \ L E 1} d  K , 
numită familia coeficienților Fourier ai elementului x în raport cu familia 
ortonormală {xL | L E I}.
Notații. Fie X  spațiu Hilbert real sau complex, {xL \ L E 1} o familie ortonor­
mală în X, x E X  și Ix  = {L E I  | < x,Xi > ^  0}. Dacă Ix  este finită vom 
nota în mod natural cu ^ i € /  < x ,x L > x L (respectiv ^ t e /  | < r , i ( > |2 ) 
suma ) ) t £ / i  < x ,x L > x t (respectiv £ i £ / i  | < x ,x L > |2 ). în cazul în care Ix 
nu este finită, din Lema 2.22 rezultă că există o bijecție a : N  — > Ix . Șirul 
(< x ,x a (n ) > x^nfjn satisface ipotezele Lemei 2.21. într-adevăr, el este un 
șir ortogonal și £ n >j || < x , ! ^  > r^njH2 =  £ n >j | < x ^ ^  > |2 , deci 
este convergentă, deoarece seria Ș2n > 1 1 < x ,x a (n ) > |2 este (necondiționat) 
convergentă (din inegalitatea lui Bessel, tn  =  ^)^= 1 1 < x ,x a k̂) > |2 < INI2 )- 
Rezultă că seria £)n> 1 < x, xa (n ) > X a^  converge în X  și suma sa nu depinde 
de ordinea termenilor, adică de alegerea permutării a. Să mai notăm că seria 
numerică ^ )n > 1 1 < x, xa (n ) > |2 este și ea necondiționat convergentă (este ab­
solut convergentă) și că suma sa este de asemenea independentă de alegerea 
permutării cr. Prin urmare, este corect să notăm cu £ l € /  < x yx L > x L (res­
pectiv £ t £ /  | < z ,z t > |2) suma seriei £ n >i < ^ ^ W  > x a{n) (respectiv 
Ln>i I < x , x <?(n) > |2), unde o este o bijecție cr : N  — ► Ix (sumele seriilor 
nu depind de alegerea lui cr).

în final, remarcăm că, ținând cont de notațiile introduse, pentru Vi E X, 
are loc

£ |  < > |2 < ||i | |2 ,

(Inegalitatea lui Bessel pentru familii ortonormale arbitrare).

Definiție. O mulțime ortonormală B  =  { i ( | i E /} a spațiului Hilbert 
X  se numește bază ortonormală (sau sistem ortonormal complet) dacă nu 
există nici o submulțime ortonormală a lui X  care să o conțină strict (cu alte 
cuvinte, B  este element maximal în mulțimea părților ortonormale ale lui X, 
ordonată cu relația de incluziune).
Teorema 2.23 în orice spațiu Hilbert X  {0} există baze ortonormale.
Demonstrație. Fie C familia tuturor submulțimilor ortonormale ale lui X . C
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nu este vidă (deoarece X  /  {0} => {(1/||I ||)I } e  C). Ordonăm C cu inclu­
ziunea: Bi B^ Bi C B?. Aceasta este o relație de ordine parțială pe C. 
Observăm că (C,^) este inductiv ordonată (deoarece, dacă (Ba )a  este o fa­
milie total ordonată, B Q =  |J Q B a  este un majorant al său). Cu Lema lui Zorn 
rezultă că există un element maximal B  în (C,—<), deci o bază ortonormală a 
spațiului X.

Definiție. O submulțime A a spațiului X  se numește submulțime totală în 
X  dacă z ±  A => z = 0.
Teorema 2.24 Fie B  = {zt \ b E 1} o mulțime ortonormală în spațiul 
Hilbert X . Următoarele afirmații sunt echivalente:
(1) B este bază ortonormală;
(2) B este submulțime totală în X ;
(3) S ^ B  =  X;
(4) Pentru orice x € X , x = Ș2lG / < z, z t > xL (orice element x din X  se 
dezvoltă în serie Fourier în raport cu B );
(5) Pentru orice z  G X, || z ||2 =  ^ i € /  | < z ,z t > |2 (egalitatea lui Parseval). 
Demonstrație. Fie x € X . Conform Teoremei 2.13, pentru orice n € N, 
arbitrar fixat, avem

INI2 ”  £  I < x ’ > I2 =  lk  -  £  < ^  x ^w  > x °w  II2 
it=i fc=i

(unde o este o aplicație bijectivă din X  în Ix ). Rezultă că

x = < x ,x L > x L <<=> ||i | |2 =  ^  | < x, x c > |2 ,
L&I LEI

deci (4)^(5).
Faptul că (4)=>(3) este evident. Să presupunem acum că z ±  B, prin 

urmare z 6 B x  =  Sp B ^ . Rezultă că (3)=>(2).
Să demonstrăm că (2)=> (4). Fie z G X, și z =  Ș2teZ < z ,z t > z t . Cum 

B  este totală, pentru a arăta că z =  z este suficient să verificăm z — z _L B = 
=  {z, | b G I}. Dacă n G Ix ,

< x - z ,  XK > =  < Z, ZK > -  < 2 ^  < z, z t > z t , x K > = < z, x K > -  < z, XK >— 0.

Dacă K ^  Ix ,
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< X — Z,XK >= O- < 2_^ < X,Xb > Xb, XK >= 0 — 0 = 0.
ier

Mai departe, dacă (1) este adevărată, și T € X, r  /  O, atunci 
B' = { ( l/ ||i ||) r}  U {r, \ L e 1} este o mulțime ortonormală care conține B, 
B Q B' (este contrazisă maximalitatea lui B). Prin urmare, x trebuie să fie 
nul. Am demonstrat că (1)=> (2). Implicația inversă este imediată deoarece 
dacă B' este o mulțime ortonormală astfel încât B Q B', există x £ B '\B . 
Rezultă că x 0 și x  J_ B  (contradicție cu (1)).

E xem ple. 1. în K n , baza algebrică standard B = {ek}i<k<n, (unde ek = 
(5 ^ , 5 ^ ,  i ^ ) )  este în mod evident mulțime totală în spațiul Hilbert K n ,
deci este bază ortonormală.

2. în IR  mulțimea B  = {en | n G N} unde en = ( i ^ j t ,  este mulțime 
ortonormală în B-, totodată, ea este și mulțime totală, deoarece, dacă x = 
((k)i ^ K̂  este ortogonal pe B, adică < x, en  > =  0, Vn E N, cum < x, en  >= 
= ( n , rezultă că ( n  =  0, Vn e N, deci, în definitiv x = 0. Conform teoremei 
precedente, B = {en | n £ N ) este bază ortonormală în lK

2  .
L em a 2.25 Fie {xk}\<k<n o familie ortonormală în spațiul prehilbertian 
X  și Y  subspațiul liniar generat { r J i< K n . Atunci, pentru orice x E X, 
vectorul yx  = ^ ^ =1 < x,Xk > Xk este elementul de cea mai bună aproximare 
a vectorului x în Y. In plus

n

d{x, Y) =  (||x||2 -  ||x -  Ș 2  < x, xfc > xfc||2)4și x -  yx ±Y. 
k=l

Demonstrație. Să considerăm un element arbitrar z în Y, z = '£fk=ia kXk, 
{Q k}i<k<n c  K. Atunci,

n n n

||x -  z||2 =  ||x -  £ o fcXfc||2 = <  X -  ^Q k X k ,X  -  ^OCkXk >= 
/c—1 fe = l fc=l

n n n n

= ||r ||2 -  < r , ^  a k Xk > -  < ^ 2  a ^x ^  x  > + < E  a k X k ' 5 2  a k X k  > = 
fc=l /c—1 /c=l fc=l

n n n

= Ikll2 -  ^ a k < ^ x r >  + 2 2 ^  < x ,x k > Y ^ a k C ^  = 
k=\ k=l k=l
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n n

=  INI2 ~ ^ < x , x k > < x ,x k > + ^ ( a fc-  < X, x k >)(ă^ -  < x ,x k >) = 
fc= l fc= l

n n

=  I N I 2  -  £  I <  z ,  k̂ > |2 + £  | ^ -  < x. x k > |2 = 
k = l  k=l

=  I N I 2  -  £ |  <  i , ^  >  |2  +  1 1 ^  -  N I 2 . 

k = l

Deci,
n

N ^  *0 = g I k  -  NI > (UNI2 -  £ 2 1 < 1 1  X k >  l2 ^ 
2 A:=l

și egalitatea are loc dacă și numai dacă z = yx .
Un calcul simplu, bazat pe proprietățile produsului scalar arată că

x — ^ = 1  < x ,x k > x k este ortogonal pe Y.
Teorema 2.26 Fie (un )n un șir de vectori liniar independenți în spațiul 
prehilbertian X . Atunci, există un șir ortonormal (vn )n  astfel încât pentru 
orice m E N, spațiul liniar generat de (uf) i<j<m coincide cu cel generat de 
[yf)\<j<m-
Demonstrație. Vom construi șirul (un )n în modul următor: v̂  = ^ 1 0 1 , 
unde Wi =  u ,̂ și pentru n e  N, n > 2, arbitrar,

1
wn , unde wn  = un -  < u ^ v k > v k-

Conform lemei precedente, pentru orice n ^  N, vectorul ^ ” { < un ,vk > vk , 
este elementul de cea mai bună aproximare a lui un în spațiul liniar generat 
de (v*)i<t<n - i §i, deci wn este ortogonal pe acest subspațiu liniar al lui X. 
Cu aceasta, este clar că șirul (vn)n  construit mai sus satisface cerințele din 
enunț.

Observație. Procedeul utilizat în demonstrația teoremei pentru a construi 
șirul ortonormal (vn )n pornind de la șirul de vectori liniar independenți (un )n 
este cunoscut sub numele de procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt .
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Capitolul 3

Operatori liniari și continui pe 
spații Banach

3.1 Spațiul normat B (X ,Y)

In cele ce urmează X  și Y  sunt două spații normate peste același corp K 
(ambele reale sau ambele complexe). Vorn folosi același simbol, || ■ ||, pentru 
ambele norme pe X , respectiv pe Y .

Definiție. Fie (X, || • ||) și (Y, || • ||) doua spații normate. Spunem că o 
aplicație T  : X  — ► Y  este mărginită dacă există M  > 0 astfel încât

FHII < WH, VI 6 X.
Propoziția 3.1 Dacă T  este un operator liniar definit pe spațiul normat 
(X, || ■ ||) cu valori în spațiul normat (F, || • ||), următoarele afirmații sunt 
echivalente:
(1) Aplicația T  este continuă pe X ;
(2) Aplicația T  este continuă în zero;
(3) Aplicația T  este mărginită.
Demonstrație. Este evident că (1)=> (2); să demonstrăm că și implicația 
inversă este adevărată. Să considerăm xo E X , arbitrar. Pentru E > 0 există 
i £ > 0 astfel încât dacă ||u|| < ă£ , \\T(u)\\ < E. Punând aici u = x — x o și 
folosind liniaritatea lui T, obținem că pentru £ > 0 există i £ > 0 astfel încât 
||T(z) -  T(zo )|| < £, Vr cu ||r  — r o || < S£ , adică T  este o aplicație continuă 
în x0 .
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Să presupunem acum că T  este continuă în zero ((2)) și că nu este 
mărginită. Atunci, pentru orice m  natural, există xm  E X  astfel încât 
II^W II > m ||zm ||. Șirul (ym )m  definit prin

1 
ym — n

converge clar la zero și ||T(î/m )|| > 1, fapt care contrazice continuitatea lui T 
în zero. Am văzut deci că (2)=> (3). Implicația (3)=> (1) este banală.
Notație. Mulțimea tuturor operatorilor liniari și mărginiți între doua spații 
normate (X, || • ||) și {Y, ]| -1|) v a  notată cu BțX , Y), și cu B țX )  când X  = Y. 
în cazul particular (Y, || • ||) = țK, | • |), adică atunci când operatorii liniari 
sunt funcționale liniare, spațiul B(X, Y) va fi notat prin X* (X* se numește 
dualul spațiului normat (X, || • ||)).

O bservație. Este clar că mulțimea B(X, Y ) este un subspațiu liniar al 
spațiului £(X, Y).
Propoziția  3.2 Aplicația reală pe B țX ,Y ) , T  ।— > ||T||, definită prin

\\T\\ = sup ||T(r)|| 
IM<i

este o normă pe B ( X ,Y \
Demonstrație. Deoarece T  este operator mărginit, mulțimea de numere reale 
{||T(z)|| | ||z|| < 1}  este mărginită superior, deci aplicația este bine definită. 
Dacă ||T|| =  0, atunci, pentru orice r  /  0, T ((l/||z ||)  • z) =  0, deci Tțx) =  0, 
prin urmare T  = 0. Acum, considerând Tb  T2 E B țX ,Y )  și ||z|| < 1, avem

IIĈ i + T 2)(Z)|| =  ^ ( z )  + T2 (z)|| < ||T1(z)|| + ||T2 (r)|| < M  + ||T2 ||, 

deci ||Ti + T2 || < ||Ti|| + ||T’2 ||. Pentru a E K  arbitrar și T  E B țX ,Y ), din ' 

||aT|| =  sup ||(aT)(r)|| = sup |a | • ||T(z)|| = |a| sup ||T(z)||
M < 1  l|x||<l l|x||<l

rezultă că ||aT|| =  |a | • ||T||.

O bservații. 1. în continuare B (X ,Y ) va fi întotdeauna înzestrat cu norma 
de mai sus. , -

2. Din definiția normei pe B{X, Y), rezultă că pentru orice T  E B(X, Y),

\\T țx)\\< \\T\\.\\x\\, V x E X .
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P r o p o z iția  3.3 Fie T  în B (X ,Y ). Atunci

\\T\\ =  inf {M > 0 | IITWH < M M , Vz G X} =

=  sup ||T(z)|| =  sup ||T(r)|| =  s u p ® ^ .
||i || =  l ||x ||< l x /0  I r l l

Demonstrație. Să notăm cu

n i ^  sup||T (z)||, |m )2 = sup||T (z)||, 
W=i IM<1

linia =  inf {M > 0 | P H I  < M h ll, Vx e  X ),i ||T||4 = s u p ® ! 
x /0

Este clar că ||T||, < ||T|| și că ||T ||2 < ||T||.
Fie acum x arbitrar în X  cu ||z|| < 1. Deoarece \\n/(n + l)z || < 1 avem 

că
— 7 *  K m .

Rezultă că 77 1
^ n e N ,

ceea ce dovedește că ||T|| =  ||T ||2
Să mai verificăm și că ||T ||3 < ||T||j. Pentru fiecare x ^  0, c u m r/ ||i | | = 1,

adică ||Tz|| < ||T ||i||z||, deci ||T||3 < ||T||i. Mai departe, dacă x este în X și 
||z|| =  1, ||Tz|| < M, deci ||T||i < HTU3. Am demonstrat că ||T ||3 =  HTH!.

Dacă UMI ^  1, concludem în mod similar că ||T|| < ||T||3 =  ||T||i. în 
plus, din ||T r|| < ||T||4||z||, rezultă că ||T||3 <  HT||4 . Cum HTH4 < ||T||i este 
evidentă, am verificat toate egalitățile.

E xem ple. 1. Fie Ma  operatorul definit pe CK ([0, 1]) prin formula MQ(z) = 
= ațt) • z(t), unde o 6 Gc([0,1]). Este clar că Ma  este liniar și, deoarece 
pentru orice x  G CK ([0, 1]),

IIK W II =  sup |a(t) • z(t)| < ||a|| • ||z||, 
te[o,i]
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rezultă că el este și mărginit. Deci, Ma  G B(CK ({0,1])). în plus, ||Ma || < ||a ||. 
Pe de altă parte, cum funcția xo definită prin x o (t) = 1, Vi € [0,1] are norma 
unu, avem

||MQ || = sup ||MQ (I )|| > ||Ma ( i o)|| = sup |a(t)| =  |(a||. 
IM<i *e[o,i|

Rezultă că ||Ma || = ||a||.
2. Pentru (An )n  un șir din ^  să definim aplicația T  pe l^  prin

î K . ) .  = ( W -

Observăm că pentru x = ^ n )n € l^, șirul (An ^n )n  este de asemenea p-absolut 
sumabil deoarece

Rezultă că operatorul T  definit mai sus (numit operator diagonal) este în 
B(l^) și că ||T|| < sup|An |. Mai mult, pentru fiecare număr natural n, să 

n

considerăm în l^  șirul en =  (5^)k, care în mod clar este unitar, ||en || = 1. 
Atunci,

||T|| = sup IITWII > ||T(en )|| =  |An |, 
IM<i

deci ||T|| > sup|An |. Am arătat că ||T|| =  sup|An |. 
n n

3. Pe CK ([0, 1]) să definim aplicația x •— ► Tx, cu

Tx(s) = {  fc^iO^W dt, Vs G [0,1], 
Jo

unde k G CA ([0, 1] x [0,1]). Este ușor de văzut că Tx  G CA-([0, 1]), Vi G 
CK ([0, 1]). Să verificăm că T G B(CK ([0,1])) (Operatorul T  se numește ope­
ratorul integral de nucleu k}.

Liniaritatea lui T  este imediată, iar continuitatea reiese din

| |T i | |=  sup |T2;(s)| < sup /  |fc(s, t)| • |z(t)| dt < 
se[o,i] sg[o,i] Jo

< | | i | | '  sup f  |fc(s,t)|dt, Vi G CK ([0, 1]).
se[o,i] Jo
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Mai mult, ||T|| < sup Ĵ 1 |fc(s, t)| d t . Se poate arăta că
s€[O,l)

11̂11 =  sup [  |A(s, t)| d t .
s6[0,l] JQ

4. Orice aplicație liniară T  G £ ( ( K n , || • ||)) este mărginită, deci, £ ( K n ) = 

B ( K n ) . Pentru a justifica aceasta, deoarece normele pe K n  sunt echivalente, 
|| • || ~  || • ||2, este suficient să demonstrăm că operatorul liniar T  este mărginit 
pe K n  înzestrat cu norma euclidiană, || • ||2- Fie {ei, 62,..., en }, baza algebrică 
standard a spațiului liniar K n , deci oricare x  G K n , x  =  ^ ^ = 1  ț k e k ,  ț k  €  K . 

Atunci, cu inegalitatea lui Holder avem:

n  n  n

n r ( ^ )  11= =  |T E ? A )|2 =  II £ e r w f c  <  E  l f . l  • l i r w i h  < 

k = l k = l  k = l

<  < E  i w ^ E  ' ^ ‘ X ^ 1  -  E  i i T W i i 2 2 ) i | i x i i 2 , 

fc=l fc=l fc=l

ceea ce dovedește continuitatea operatorului T .

Să remarcăm că pe baza unor argumente similare se poate demonstra, că 
orice operator liniar pe un spațiu normat finit dimensional, cu valori într-un 
spațiu normat oarecare, este continuu. In particular, dacă (X, || • ||) este 
spațiu normat finit dimensional, £ ( X )  = #(X).

Să calculăm acum norma operatorului T  G £ ( K n ) , HTHo,, T  având ma­
tricea în baza canonică ( a k j ) i< k , j< n , când K n  este înzestrat cu || ■ Hoo- Oper­
atorul T  lucrează deci în modul următor:

n  n  n

T ^ Î  =  i a t j ț j  ■ -  ’ y ?  a n j ț j ) ■

j = i  ; = i  j = i

Amintim că ||(^ ,G ,-,C JIIoo  =  m axd^l, |G |,- ,  O ,  prin urmare dacă x = 
= ( ( 1 ^ 2 ,- ,^ ) .  avem

n
l l î ’W l l x  =  l l ^ ( € l>  €21 £ n )l lo o  =  m a ?  I y  L a fc j^ jl — 

l< K < n  '

n  n

57

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



de unde rezultă că

||T ||x  < max £ | a t j |.
l < k < n '

Arătăm că avem chiar egalitate. Să notăm
n  n

M = E । =EiaoLK k < n * - ^
j = l  J= 1

(pentru un anume l G {1,2,..., n}). Pentru fiecare j  € {1,2, ...,n}, scriem 
numărul at] sub formă trigonometrică aij = \aij \ el9 ]. Să considerăm vectorul 
z G K n , z = (e~l91 ,e~ l°2 , ...,e~'l9 n), deci, ||z||oo < 1- Atunci, cum ||7',||oo = 
=  sup H ^ i ) ^ ,

M lo o < l

n n

IITU > F W I U  =  > I £ « , ^ 1  = M.
\< k < n  '

J= 1  > 1

în încheiere să calculăm norma operatorului T  G £ ((K n , || • ||i))> ll^lli. 
matricea lui T  în baza standard fiind ca și mai înainte matricea (akj'h<k,j<n- 
Dacă x =  (^ ,(2 , - , { n )> avem

n n  n

fc=l r l fc=l j = l

n  n n  ii n

<  £ ( £ f e l ) | { ; l  <  ( m M ^ ^ I  ) E l ( ; l =  ( m ^ E l ^ l  )||X ||1, 
j = l  fc=l fc=l j = l  fc=l

de unde rezultă că
n

i n i i  <  £ i ^ i -

fc=l

Arătăm că avem chiar egalitate. Să notăm

n  n
M ' =  I M  =  ia ^ i’

1 < 7 < n
/c=l fc=l
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(pentru un anume /G {1,2, ...,n}). Să considerăm vectorul z G K n , z = 
=  (^jZ’)i<;<n, pentru care ||z||i = 1. Atunci, cum ||T||i = sup ||T(z)||i, MI<I

n n n

i m i i  >  F ( ^ ) i i  = E IS M " I = E M  = 
fc= l j = l  fc= l

T eorem a 3.4 Dacă Y  este spațiu Banach, spațiul B (X , Y) este de asemenea 
Banach.
Demonstrație. Fie (Tn )n un șir Cauchy din B {X ,Y ). Trebuie să arătăm că 
există T  un operator liniar și continuu astfel încât ||Tn  — T|| — ► 0. Cum 
pentru orice element arbitrar z G X,

\\Tn x  -  Tm x\\ < ||Tn  -  T^H • ||z||, ^n, m  G N,

rezultă că (Tn x)n este șir Cauchy în E, Vz G X. Spațiul normat Y  fiind 
complet, țTn x)n converge către elementul (unic) i/ G E. Să definim Tx = y, 
Vz G X. Se verifică imediat că T  este un operator liniar:

T țax  + fiy) = lim Tn țax + fiy) = lim (aTn x + fiTn y} = n—*oo n—*oo

= a  lim Tn x  + /3 lim Tn y = aTx + fiTy, Va, fi e K , x ,y  e X. n—»oo n-+oo
Deoarece (Tn )n  este șir Cauchy în B țX , Y), rezultă că acest șir este mărginit, 
deci există M  > 0 astfel încât ||Tn || < M, Vn. Cum Vz G X, ||Tn i | |  < 
< ||Tn || • ||z||, avem

||7z|| = lim ||Tn x|| < M ||i||, n-»oo

deci T  G B țX ,Y ). Mai trebuie să arătăm că Tn  — ► T  în topologia normei 
din B (X ,Y ). Pentru £ > 0, există n£ astfel încât pentru orice n ,m  > n£ , 
\\Tn — Tm \\ < E. Deoarece pentru orice element arbitrar r  în X

IITni -  M l  < ||Tn  -  Tm || • ||z||

rezultă că pentru Vn, m >  n£ avem că \\Tn x — Tm x\\ < £• ||z||, Vz G X. Fixând 
n >  n£ , pentru m —> oo inegalitatea precedentă devine

\\Tn x — Tx\\ < E • ||z||, Vz G X,

ceea ce implică
\\Tn  -  T\\ < e ,^ n >  n£ ,
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adică Tn  — > T în B (X ,Y ).
în plus, norma fiind continuă pe B țX , Y), avem și că ||Tn || — ► ||T||.

O bservație. Se poate arăta că funcționează și o reciprocă a acestei teoreme, 
mai precis, dacă B țX , Y ) este spațiu Banach, Y  este și el spațiu Banach.
C orolarul 3.5 Dualul unui spațiu normat este spațiu Banach.
Demonstrație. Rezultă din teorema precedentă, deoarece (K, |-|) este complet 
și X* = B țX ,K f

3.2 Teoreme de prelungire

3.2.1 E xtensia prin continuitate
T eorem a 3.6 (Teorema de prelungire prin continuitate) Fie (X, || • ||) spațiu 
normat și X o un subspațiu dens al spațiului X . Să presupunem că T  este 
un operator liniar și continuu definit pe spațiul normat (Xo , || • ||) cu valori 
în spațiul Banach (Y, || ■ ||). Atunci, T  poate fi prelungit în mod unic la un 
operator liniar și continuu T  : X  — > Y . Mai mult, \\T\\ = ||T||.
Demonstrație. Pentru orice element x € X , există un șir (rn )n în X o cu 
xn — > x când n -+ oo. Deoarece țxn )n este convergent, el este și Cauchy, 
deci, pentru E > 0, putem găsi ne astfel încât dacă n ,m  > n£ , | | i n  — r m || < 
< E/||T ||. Atunci,

||Tzn  -  T x m \\ = \\Tțxn  -  xm )\\ < ||T|| • | | i n  -  r m || < E,

ceea ce dovedește că (Txn )n  este șir Cauchy în Y. Cum Y  este Banach, există 
un unic element y în Y  astfel încât T x n  — ► y. Să definim T x = y, Vx £ X. 
Să demonstrăm mai întâi că această definiție este independentă de alegerea 
șirului ( i n )n , x n — > x. Dacă (y-r^n este un alt șir convergent la x, cum

0 =  T(lim(zn -  yn y) = limT(zn -  yn ) =  limTzn  -  limT\/n , n n n n

rezultă că lim Tin = limTi/n . Să arătăm în continuare că operatorul T  astfel n n
definit este liniar. Dacă x, y 6 X , există șirurile ( i n )n , (yn )n  în X o cu xn — > 
x, yn — * % când n —> oc. Deoarece x n + yn  — > x + y avem că

f ț x  + y) = limT(rn  + yn ) = limTzn  +  limTj/n  = f ț x )  + f{ y ) . 
n n n
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Se verifică de asemenea cu ușurința că Tțax) = aTțx), Va e K, x E X. în 
continuare vom demonstra că T  este mărginit. Pentru x e X , x = linmrn , 
^n)n  C X o ,

\\Tx\\ =  HlimTW I = lim ||T(rn )|| < lim||T|| • ||rn || =  ||T|| • ||r|| n n n

deci T  este mărginit și ||T|| < ||T||.
Este clar că T  prelungește pe T, pentru că dacă x e X o , x = lim in , cu n

xn  = x, Vn. Atunci, 
Tx = limTxn  =  Tx. n

Să mai arătăm că operatorul T  definit mai sus este unica prelungire liniară 
și continuă la X a operatorului T. Să presupunem că mai există și un alt 
operator liniar T  pe X  având aceleași proprietăți ca T. Fie atunci, i  G X și 
țxn )n  în X o , xn  — ► x când n —> oo. Atunci, cum T  G BțX, Y) avem

T(x) = limT(zn ) =  limT(rn ) = Tx, n n

deci T  coincide cu T.
Ca să arătăm că ||T|| =  ||T||, cum deja am văzut că ||T|| < ||T||, mai 

trebuie să verificăm ||T|| > ||T||, ceea ce rezultă din

l|f» =  sup | H >  sup | | f t | |=  sup | M  =  |T |. 
x€X, ||li|<l IgXo, ||l|l<l X^XO, ||l||<l

3.2.2 Teorema Hahn-Banach în spații normate și 
consecințele sale

T eorem a 3.7  (Teorema de prelungire Hahn-Banach în spații normate) Fie 
(X, || • ||) un spațiu normat și X o un subspațiu liniar al spațiului X . Să 
presupunem că f  este o funcțională liniară și continuă pe X o . Atunci, f 
poate fi prelunqită la o funcționala liniară și continuă f  pe X , cu păstrarea 
normei, ||/ || =  ||7ll-
Demonstrație. Cum |/(z ) | < ||/ || • ||i ||, Vx 6 X o , și pțx) = ||/ || • ||x|| este o 
șeminormă pe X, Cu Teorema Hahn-Banach obținem că există o prelungire 
f  a funcționalei f  la întreg spațiul, astfel încât \f(x)\ < ||/ || • ||r||, Vx G X. 
Rezultă că ||/ || < ||/ ||. Pe de altă parte

Il7ll = sup ||7WII > sup ||/ ( i) || =  sup ||/ ( i) || =  ||/ ||, 
xex, ||x||<! iex o, hll<i i£X„, ||i||<!
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deci ll/ll = \\f\\.
Corolarul 3.8 Pentru orice xo E X, există o funcțională liniară și continuă 
f  pe X  astfel încât f ( x o) = ||TO|| și \\f\\ =  1.
Demonstrație. Existența lui /  G X* astfel încât f țx f )  =  | | i o || și | |/ || < 1 
este dovedită de Corolarul 1.6 și Corolarul 1.8, unde p(x) = \\x\\. Dacă ne 
amintim că f  este prelungirea funcționalei liniare mărginite f o definită pe 
subspațiul lui X  generat de {ro } prin f o (Xxo) = A|jio ||, care, dacă x o 0 
are norma egală cu unu, rezultă că ||/ || =  1. Dacă x 0 =  0, totul este clar.

Următoarele rezultate sunt consecințe imediate ale corolarului precedent. 
Corolarul 3.9 Dacă x 0 este un element al spațiului normat X  țX  ^  (0}) 
cu proprietatea că f ( x o ) = 0 ,¥ f  E X*, atunci x0 =  0.
Corolarul 3.10 Dacă X  este spațiu normat nenul, X  ^  {0}, atunci dualul 
său este nenul, X* ^  {0}.

3.3 Principiul mărginirii uniforme.
Convergență punctuală și convergență în 
normă

Teorema 3.10 (Principiul mărginirii uniforme) Fie (X, || • ||) spațiu Banach. 
Fie {Tt }L&I o familie de operatori liniari și continui definiți pe X  cu valori 
într-un spațiu normat (Y, || • ||) astfel încât pentru orice x E X , mulțimea 
{T^X^ L € 1} C Y  este mărginită. Atunci, familia de operatori {TL}^[ este 
mărginită în spațiul B (X ,Y ).
Demonstrație. Pentru orice n E N  să notăm

An  = { x E X \  \\F {x)\\< n, VL E I} .

Conform ipotezei, fiecare element x din X este conținut într-una din mulțim­
ile A n , adică X  = IJ^=i An- Fiecare mulți­
me An  este închisă (deoarece An  =  r i i G / ^ ^ ^ ”]) , unde gL este aplicația 
numerică continuă pe X, ^  = || • || o Tf). Conform Teoremei lui Baire, Bno 

O o

astfel încât An  ^  0. Rezultă că A n conține o bilă B{xo ,r). Pentru r  ^  0 
arbitrar, elementul
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este în bila B (xo , r). Prin urmare, pentru orice i  € X  și L G I,

KWII = K  ( ^ l ( j ,  -  !.)) II = ^ K ( j , )  -  î .M I <

< ^  (IIW )II +11^)11) < — M ,
r r

ceea ce dovedește că ||TJ| < 4no/r , Vi € I.

D efin iție  Un șir (Tn )n  G B(X, Y) se numește convergent punctual dacă 
pentru orice element x G X  șirul (Tn x)n  este convergent în Y .

O bservații. 1. Dacă șirul (Tn )n  din B țX , Y} este convergent punctual, 
atunci aplicația T  definită pe X  cu valori în Y, T țx) = limT^z), este bine TL
definită (din unicitatea limitei) și este liniară (deoarece fiecare operator Tn 
este liniar și adunarea și înmulțirea cu scalari sunt operații continue în spații 
normate). Aplicația liniară T  din X  în Y , definită în acest mod se numește 
limita punctuală a șirului (Tn )n .

2. Fie (Tn )n un șir convergent în spațiul normat BțX , Y) . Să notăm cu 
T  limita sa. Cum pentru orice x în X,

\\Tn [x )-T {x -)\\< \\T n -  T\\-\\x\\

rezultă că șirul (Dn )n  converge punctual la T. Reciproca nu este în general 
adevărată. Mai precis, dacă un șir din B(X, Y) converge punctual, nu rezultă 
că el converge și în spațiul normat B țX , Y), afirmație ilustrată de următorul 
exemplu.
E xem plu. Fie (Tn )n Șirul din B țl^) definit prin

r.(K1M = (o1o,-,o.fn,(.+ I.-)
Să remarcăm că fiecare operator Tn  este un operator diagonal (Exemplul 2), 
definit de șirul mărginit (A*,)*, cu Â  =  0 pentru fc < n și Aj =  1 pentru 
k > n , deci ||Tn || =  1, Vn. Fie x  =  ((fc),t G lpK  arbitrar fixat. Deoarece 
||Tn (z)||p = Em=nl^mlP — * 0, când n -> oc, concludem că linm în (r) =  0, 
deci șirul (Tn )n  converge punctual la zero (operatorul nul). Să presupunem 
acum că există T  în Bțlp

K } astfel încât (Tn )n converge la T  în normă. Ținând 
cont de observația precedentă, în mod necesar T  ar trebui să fie aplicația 
milă și atunci, ||Tn || — > 0, când n —> oo, ceea ce este imposibil deoarece 
112̂11 = 1, Vn G X.
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3. Menționăm că în cazul când (Tn )n  este un șir din B (K n ) care converge 
punctual la T, atunci el coverge și în normă, cu alte cuvinte, în spațiul 
B{K n ), un șir este convergent punctual dacă și numai dacă este convergent 
în normă. Pentru a demonstra că în acest caz, (și în general în cazul spațiului 
B țX ), unde X  este de dimensiune finită) convergența punctuală o implică 
pe cea în normă, să notăm că B (K n ) având dimensiune finită, toate normele 
pe acest spațiu sunt echivalente. Prin urmare vom considera pe B țK n }, 
norma operatorială generată de norma || • ||i pe K n . Amintim că dacă T  G 
B ((K n , || • ||i)), T  având matricea în baza canonică (akj)i<k,j<n, conform 
Exemplului 4, n 

i n i i  =  ma? Kî<n ' /c=l
Totodată, pentru simplificarea scrierii este bine să observăm acum că dacă 
{ei, e2, ...,en } este baza standard a spațiului K n , atunci, Yk,j,

U k j — <  T e j , C k  >  ■

Fie (Tm )m  C B țK n }, un șir de operatori convergând punctual la T. Să 
notăm pentru fiecare m, matricea în baza canonică a operatorului Tm  cu 
(“k^iSk.An • Fixând k și j, cum

lim |Q^  -  a t ) | =  lim | < (Tm  -  T ^ ,  efc > | =  0, 

rezultă că lim | a ^  — aj,| = 0, Vk,j. Folosind aceasta și

\\Tm  - T \ \ x = max £  | a ^  -  ak j \ < £ £  Itzj^ -  a fcj|, 
k=l j=\ fc=l

avem că lim \\Tm  - T | | i  =  0, și demonstrația este încheiată. m-»oo
Cu argumente similare, se poate arăta că dacă X și V sunt spații normate 

finit dimensionale, convergența punctuală a unui șir din B(X, Y) atrage după 
sine convergența în norma din B(X, Y) .

Teorema următoare arată că limita punctuală a unui șir din B(X, Y) (X 
și Y  spații arbitrare, X  Banach) se află de asemenea în B țX ,Y \  Așa cum 
am subliniat mai sus (a se vedea Observația 2), aceasta nu înseamnă că dacă 
un șir din B(X, Y) converge punctual, atunci el converge și în normă (în 
^ / ) ) -
T eorem a 3.11 (Banach-Steinhauss) Fie X  spațiu Banach, Y  spațiu normai
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și (Tn)n  C B țX ,Y )  un șir convergent punctual. Atunci T, limita punctuală 
a șirului (Tn )n , este un operator liniar și continuu, T  6 B țX ,Y ) . In plus, 
șirul numeric (||TB ||)n este mărginit și \\T\\ < sup||Tn ||.

n

Demonstrație. Fie țTn )n un șir convergent punctual de operatori din B țX , Y) 
și T  limita sa punctuală. Am observat deja că aplicația T  este liniară. Cum 
pentru orice x șirul (Tn (r))n  este convergent în Y, rezultă că submulțimea 
{TnW|n G N} G Y  este mărginită, deci, conform Principiului mărginirii 
uniforme, există M  > 0, astfel încât ||Tn || < M, 'in. Atunci, deoarece pentru 
i x  și in ,  ||Tn (z)|| < ||Tn || • ||z|| < M |jr||, rezultă că

||T (i)|| = limUTn^H < M ||r||, i x  e X, n

prin urmare, ||T|| < sup||Tn ||.

3.4 Teorema aplicației deschise și
Teorema aplicației inverse

Și demonstrația acestor teorme fundamentale se bazează pe Teorema lui 
Baire.
Teorema 3.12 (Teorema aplicației deschise) Fie X , Y  spații Banach și T 
o aplicație surjectivă din B {X ,Y }. Atunci, imaginea prin T  a oricărei sub- 
mulțimi deschise din X , este o submulțime deschisă a spațiului Y  (adică T 
este o aplicație deschisă definită pe X  cu valori în Y ).
Demonstrație. Am organizat demonstrația în trei etape.

(1) Fie T  un operator liniar și nlărginit, surjectiv definit pe spațiul normat 
X  cu valori în spațiul Banach Y . Atunci, pentru orice r > 0, există a r  > 0 
astfel încât B (a r ) G T țB țr)).

Să remarcăm mai întâi că dacă r este o constantă pozitivă arbitrară 
(r > 0), X =  U^Li ^ ^ ( 7 / 2 )- Atunci, T țX )  =  U ^ i  ’̂ C ^ t 7"/2 )), §*> c u m 
T  este surjectiv, avem Y  =  U”=i n ^ ( r /2))- Deoarece Y  este spațiu me­
tric complet, cu Teorema lui Baire, rezultă că există n0 natural astfel încât 
aderența mulțimii noT{B(r/2)) are interiorul nevid. Ținând cont că aplicația O
pe Y, y ।— > noy este un homeomorfism rezultă că T{B(r/2)) ^  0. Pentru 

O
simplificarea scrierii să notăm mulțimea nevidă T(B(r/2)) cu U. Să observăm 
cAU — U este o vecinătate deschisă a originii (deoarece U — U = UMgt/ (U ~U )
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și y ।— ► u — y este un homeomorfism pe Y), deci există a r  > 0 astfel încât 
B (a T) C U — U. Folosind faptul că aplicația din Y x Y în Y, (y, z) ।— ► y — z 
este continuă și că T  este liniar, au loc incluziunile

B ^  G U - U ^  T{B(r/2)) -  T(B (r/2)) C T(B (r/2)) -  T (B (r/2)) C

C T(B (r/2)) -  T (B(r/2)) =  T(B (r/2) -  B (r/2)) =  W j ) , 

fapt care încheie demonstrația afirmației.
Folosind pasul (1), vom justifica partea cea mai laborioasă a demonstrației 

teoremei:
(2) Fie X , Y  spații Banach și T  un operator liniar și continuu, surjectiv 

definit pe X  cu valori în Y. Atunci, Vr > 0, 3 5r  > 0 astfel încât B(6r ) C 
TtB tr)).

Fie r  > 0. Pentru orice număr natural k, să notăm cu rk = r/2 k + 2 . 
Folosind prima etapă, pentru orice k, există a rk > 0 astfel încât B (a r k ) C 
T{B(rk )). Deoarece T țB (r k )) C Bț\\T\\rk f  este clar că șirul (a r J t  converge 
la zero.

Vom arăta că B (a To) C T{B(rf), cu alte cuvinte că. 5r  căutat poate fi chiar 
aTo. Să considerăm y arbitrar în B (a To) C T(B (roy). Atunci, cum mulțimea 
B (y ,a T1) C\T(B{ro)) este nevidă, există x 0 G B(ro ) cu T{xo} G B (y ,a r i ). 
Prin urmare, elementul x o are proprietățile:

||z0 || < foȘi y -  T (xo) 6 B (an ) C T țB țr f f f

Mai departe, deoarece mulțimea B(y — T (x o ) ,a r2) A T(B{rff) este nevidă, 
găsim Zi G B{rf) cu T(xf) G B(y — T(x o ), a T2). Atunci, Zi are proprietățile:

Ikill < Ași y -  T{xo) -  T țx f)  G B ț a ^  C T (B (r2 f f

Procedând inductiv, putem afirma că există șirul ( in )n astfel încât

n 
lihnii < r n și ||î/ -  £ T ( 3 : fe)|| < a r „+ 1 . 

k=0

în continuare, să definim pentru orice n natural,
n

Zn =

k=0
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și să verificăm că șirul ( z n ) n  C -X  este Cauchy. Aceasta rezultă din 
n+ p n+ p n+ p n+p

H2 n +P -  2 n | |  =  || I f c H -  52 H^fcll <  52 ^ + 2  =  4 52 2^ = 
k = n + l H n + 1  k = n + l  k = n + l

=  ^ ( 1 - ^ ) < ^ 2 ’ ^ P e N .

Cum spațiul X este Banach, șirul (zn )n  are limită (unică) în X , pe care să o 
notăm cu x. Un simplu calcul,

n  n n -

INI = l|lim£^|| < limȘ2lM < lim 5 2 ^  =  =  5’
fc=0 fc=0 fc=O

arată că x 6 B{r}. Cum pentru orice n, \\y — ^ = o ^ N ) l l  < ^n+n rezultă 
că ||y — T(zn )|| < a r „+1, Vn. Atunci, folosind continuitatea operatorului T 
obținem

||?/ -  T(limzn )|| < l i m a ^

ceea ce arată c&y — T{x), și deci, y 6 T(B(r)).
(3) Demonstrația teoremei rezultă acum imediat, din etapa (2). Fie D 

o mulțime deschisă în X . Trebuie să demonstrăm c& T(D) este deschisă în 
Y , deci, că odată cu un punct, o întreagă bilă centrată în acel punt se află 
în T(D). Fie y arbitrar în T(D), prin urmare, există x în D, cu y = Tțx). 
Cum D este deschisă, ea conține o bilă centrată în x și de rază r > 0, 
B ^ r )  = x + B(r). Din pasul (2), rezultă că există 5 = 5r  > 0 astfel 
încât B(ă) C TțB țr). Concludem că Tiv) + B(6) C T^x) + T(B(r)) = 
T (x + B(r)) = T{B(x, r)) = T{D).

în practică, Teorema aplicației deschise, ca atare, se folosește mai rar, dar 
de o deosebită utilitate este următoarea teoremă, pe care o vom obține ca o 
consecința a sa.
Teorema 3.13 (Teorema aplicației inverse) Orice aplicație liniară continuă, 
bijectivă între două spații Banach are inversa continuă.
Demonstrație. Fie T  6 B (X ,Y ), bijectivă. Trebuie să arătăm că VD C X , 
deschisă, (T~1)~1(D) este deschisă în Y. C u m ^ ' ^ N )  = T(D ),VD  G X , 
aceasta rezultă din Teorema aplicației deschise.

Remarcăm, că, deoarece inversa unei aplicații liniare este în mod evident 
tot liniară, practic Teorema aplicației inverse afirmă că dacă T  G B(X, Y) 
este un operator bijectiv (unde X , Y  sunt spații Banach), atunci, inversul 
său, T - 1 e B {Y ,X \
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3.5 Operatori închiși,
Principiul graficului închis

D efin iție . Fie T  o aplicație definită pe o submulțime DT  a unui spațiu 
normat X  cu valori în spațiul normat Y. Se numește graficul aplicației T, 
notat cu GT , următoarea submulțime a produsului cartezian X  x Y  :

GT  = {{x,y)\țx ,y) G DT  ^ Y ,  y = Tx}.

Aplicația T  se numește închisă dacă graficul său, Gr, este o submulțime 
închisă în spațiul normat X  x Y .

O bservație. Ținând cont că spațiile normate sunt în definitiv spații metrice, 
este clar că aplicația T  : DT  G X  — > Y  are graficul închis, dacă și numai 
dacă pentru orice șir arbitrar (xn )n  G DT CU xn  — > x și T (xn ) — > y, când 
n —> oo, rezultă că x e DT și y = Tțx).
T eorem a 3 .14  (Principiul graficului închis) Fie X  și Y  spații Banach și T 
un operator liniar, definit pe X  cu valori în Y . Atunci, T  este mărginit dacă 
și numai dacă T  este închis.
Demonstrație. Să presupunem că GT  este submulțime închisă a spațiului 
normat X  x Y. Din liniaritatea lui T  rezultă că GT este subspațiu liniar 
al spațiului X  x Y .  Cum GT este subspațiu liniar închis în spațiul Banach 
X  x Y, este el însuși spațiu Banach, cu norma indusă de norma din X  x Y. 
Să considerăm aplicațiile liniare Pi : X  x Y  — > X  și P2 : X  x Y  — > Y 
definite prin Pi{x, y) = x, respectiv P2 (x, y) = y. Din

P i(^ î/) l l  =  Ikll < m ax(||i||, ||7/||)și ||P2 (z, 2/)|| = IMI < niax(||z||, ||T/||)

rezultă căPi, P2 sunt mărginite. Restricția aplicației Pi la GT este deci un 
operator liniar continuu bijectiv definit pe spațiul Banach GT CU valori în 
spațiul Banach Y. Conform Teoremei aplicației inverse, P f 1 : Y  — ► GT este 
un operator liniar și continuu. Cum T  = P2 °P Ț \  rezultă că T  este mărginit. 
Implicația inversă este banală.

O bservație. Ca să evităm orice confuzie, subliniem că aplicația T  din teo­
rema precedentă este definită pe un spațiu Banach X . Se pot da exemple de 
operatori liniari închiși, care nu sunt mărginiți (deci, domeniul (codomeniul) 
lor nu este spațiu Banach).

E xam ple. Fie X  subspațiul liniar al spațiului 1% ce conține toate șirurile
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((n)n € l^  cu proprietatea ^ n > 1 n2 |Cn |2 < oo și T  : X  — > l^  operatorul 
liniar definit prin T(((n )n ) = ( ^ n )n- Graficul aplicației T  este închis. Să 
verificăm aceasta. Fie ( i n )n  G X, zn  = ( ^ ) i t  cu xn  — > x, x — { ^ k  și 
T (x n ) — > y, când n —> <x. Deoarece (T(zn ))n  este convergent în l^  , el este 
un șir mărginit, deci 3a > 0 astfel încât

£  fc2 | f ’l2 < a 2 , Vn e N , V l e  N. 
k=\

Fie l € X  arbitrar fixat. Cum, Vfc € N,

Bmîl”’ = îb

rezultă că
^ E ^ t f l 2  <  q 2 ’ d e c i  £ f c 2 | ^ | 2  <  a 2 

n k=i k=\
Am dovedit că z G X.

Mai departe, deoarece (T(xn ))n este șir Cauchy, pentru orice e > 0, există 
n£ natural astfel încât Vm, n > n £ avem ||T (in ) — T(x m )^ < s/2, adică

®  2
£ t ! i« i , , - d ” i! < Ț 

fc=l

Atunci, fixând 1 și n > n£ arbitrari,

k = l

de unde, pentru m —► oo, obținem
0 0  2

fc=l

Deci, ||T(zn ) — T(z)|| < e, Vn > n£ . Din unicitatea limitei, rezultă că 
T{x} = y. Tocmai am arătat că T  este un operator închis.

Operatorul liniar T  nu este mărginit, deoarece șirul (en )n  G X, en  = 
(<5^)t, are proprietatea că ||en || = 1, Vn și, pe de altă parte, ||Ten || =  n, Vn.

Aceasta se întâmplă, deoarece spațiul X  pe care este definit T  nu este 
spațiu Banach.

69

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.6 Operatori compacți
în această secțiune vom studia o clasă specială de operatori liniari și mărginiți, 
anume operatorii compacți. în continuare X și V simt spații normate.

D efin iție . Un operator liniar T  definit pe X  cu valori în Y  se numește o­
perator compact dacă imaginea oricărei mulțimi mărginite din X  prin T  este 
relativ compactă în Y.

O bservație. Ținând cont de caracterizarea mulțimilor compacte în spații 
metrice, putem reformula definiția de mai sus astfel: un operator liniar 
T  : X  —̂ Y  este compact dacă și numai dacă oricare ar fi șirul mărginit 
( i n )n  din X , șirul (Txn )n  conține un subșir convergent (în Y). Prin ur­
mare, pentru a dovedi că un operator liniar T  este compact este suficient să 
verificăm că dacă (xn )n este un șir în X , cu | | i n || < 1, șirul (Txn )n conține 
un subșir convergent în Y .

E xem ple. 1. Fie T  în B țX , Y ),operator de rang finit (adică subspațiul liniar 
TțX }  C Y  este finit dimensional). Atunci T  este compact. (în particular, 
orice operator liniar și continuu definit pe un spațiu liniar normat oarecare 
cu valori într-un spațiu normat finit dimensional este compact). într-adevăr, 
dacă (xn )n  este un șir din X, cu | | i n || < 1, șirul țTxn )n  este un șir mărginit 
într-un spațiu finit dimensional, deci, conform Teoremei 2.8, conține un sub­
șir convergent.

2. Operatorul integral, T  : CK ([0, 1]) — ► CK ([0, 1]),

țT x fis )=  [  k (s ,t)x (t)d t, z G CK ([0, 1]), 
Jo

unde k G C^([0,1] x [0,1]), este compact.
Fie A  mulțime mărginită în CK ([0, 1]), adică există a  > 0 astfel încât 

INI < a, VT G A. Arătăm că TțA ) este relativ compactă în CK ([0, 1]), deci, 
conform Teoremei lui Ascoli că T(A) este uniform mărginită și echicontinuă. 
Avem,

M I S  / ‘ lU M M -M llId li l lT lh  f  \k(s,t)\.
Jo Jo

Prin urmare, cum A  este mărginită și sup ^  |fc(s,t)|dt < oo, T{A) este 
se[o,i]

mărginită.
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Să dovedim că TțA) este echicontinuă în orice punct s0 E [0,1]. Cum 
k : [0,1] x [0,1] este uniform continuă, rezultă că pentru s > 0 arbitrar, există 
6e > 0 astfel încât | s —s’| < 5 e ș i | t - t , | < 6 C implică |fc(s, t ) —k (s , t) \  < e/2a . 
Atunci, dacă |s — so | < 5£ ,

|TT (S) -  T xțso )\ < [  \kțs, t) — k(s0 , t)| • |r ( i) |d t < a ■ < E, Vx E A.

3. Operatorul identitate I  definit pe un spațiu normat infinit dimensional 
X  nu este compact. Să presupunem că /  ar fi compact. Atunci, bila unitate 
în X , fiind imaginea ei însăși prin I  (deci a unei mulțimi mărginite) este 
relativ compactă, ceea ce contrazice Corolarul 2.9.
Notație. Mai departe, mulțimea operatorilor compacți definiți pe X  cu valori 
în Y va fi notată cu X țX ,Y ) .  Pentru X țX ,X )  vom scrie, în mod natural,

Propoziția 3.15 1) K {X ,Y ) este un subspațiu liniar al. spațiului B (X , Y). 
2) Dacă S  6 K țX ) și T  E B țX ), operatorii ST  și T S  sunt compacți.
Demonstrație. 1) Conform definiției, este clar că orice operator compact este 
mărginit, deci /C(X, Y )  C BțX , Y). Fie S ,T  E X țX , Y), și ( i n )n un șir în X , 
lihnii < 1- Atunci, țS x n )n  conține un subșir convergent, fie acesta țS x n>)n '. 
Cum T  este compact, din șirul [Txn>)n ' putem extrage un subșir convergent, 
țT x n ")n". Atunci ((S + T ) i n")n " converge, deci S+ T  E K,{X,Y). Faptul că 
Va E K  și V T E £ (X , Y), aT  E X (X , Y) este imediat.

2) Dacă (xn )n  este un șir în X, | | i n || < 1, șirul {Txn }n este mărginit, 
deoarece T  este mărginit. Cum S  este compact, rezultă că șirul (STx n )n 
conține un subșir convergent, adică ST  este compact.

Să arătăm acum că T S  este în X (X ,Y ). Fie (xn )n  C X , | | i n || < 1. 
Șirul (Sxn )n  are un subșir convergent, țSx n ')n '. Deci, cu continuitatea lui T, 
rezultă că (TSx n i )n ' converge.
Observație. Este bine să remarcăm că, ținând cont de Exemplul 1, putem 
concluziona că dacă Y  este spațiu normat finit dimensional, X(X , Y ) coincide 
cu B țX ,Y ). în particular, T țK n ) = B (K n ) = )C{Kn Y

Teorema următoare este foarte utilă pentru a stabili dacă anumiți ope­
ratori sunt compacți, pe baza ei fiind posibil de pus în evidența exemple im­
portante de operatori compacți.
Teorema 3.16 Dacă Y  este spațiu Banach, K (X ,Y )  este subspațiu liniar 
închis al spațiului (B {X ,Y ), || • ||).
Demonstrație. Fie (Tn )n  un șir de operatori compacți care converge în 
B țX , Y) la T  și ( i n )n  un șir din X , | | i n || < 1. Ca să arătăm că țT x n )n  conține
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un subșir convergent, vom proceda prin diagonalizare, după cum urmează: 
Ti fiind compact, există ( i in )n  subșir al șirului ( î n )n astfel încât (Tiz l n )n 
converge; T2 fiind și el compact, există (T2n)n subșir al șirului (z l n )n  astfel 
încât (T2X2n)n converge. Continuând în acest mod, obținem pentru orice 
întreg fc > 2, un subșir ( i t n )n  al șirului (z(fc-i)t l)n astfel încât (Tk Xkn)n con­
verge. Vom demonstra că șirul ” diagonal” (Txn n )n converge și, cu aceasta, 
că T  este compact. Pentru simplificarea scrierii, să notăm vn  = xn n , Yn.

Pentru j, l, n E N  arbitrari, avem:

\\Tvj -  Tvi\\ < l l ^ j  -  Tn Vj\\ + \\TnVj -  Tn vi\\ + \\Tn vt -  Tvi\\.

Fie acum s > 0. Deoarece (Tn )n  M  T, Bn£ E N  astfel încât ||Tn t — T|| < s/3. 
Știm însă că (Tn cVj)3 este convergent, deci 3je E N  astfel încât \\Tn cVj — 
Tn cvi\\ < E/3, VJ , l > j e . Prin urmare, Vj, l > j £ ,

\\Tv} -  Tv t \\ < 2||T -  Tnc || +  IIT .^  -  T ^ l l  < £ .

E xem plu . Să considerăm operatorul din B ^ )  prezentat în Exemplul 2 
(Capitolul 3), anume operatorul diagonal definit de șirul (An )n  din l ^  . Cu 
teorema de mai sus, arătăm că dacă An —> 0, atunci T  este compact. Intr- 
adevăr, să considerăm pe 1^ șirul de operatori (Tm )m , Tm , pentru fiecare 
m E N, fiind definit astfel:

Tm ^ n )n =  (A1G,A2€2) -Afn U 0 ,0 , .... ).

Este clar că fiecare operator Tm  este de rang finit, deci compact. Cum

IITn -  T || =  sup |An | 
n>m+l

și șirul (An )n  converge la zero, rezultă că operatorul T, fiind limita în B(!^) 
a unui șir de operatori compacți, este el însuși compact.

De remarcat, că și reciproca acestui rezultat este adevărată: cu alte cu­
vinte, dacă T  este compact, atunci șirul (An )n converge la zero.
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Capitolul 4

Operatori liniari și continui pe 
spații Hilbert

Studiul operatorilor pe spații Hilbert duce la obținerea unor rezultate mult 
mai bogate decât cele obținute deja în capitolul precedent (spațiile Hilbert 
sunt spații Banach, dar faptul că norma este generată de un produs scalar 
conduce după cum am văzut și în Capitolul 3 la proprietăți specifice).

4.1 Funcționale liniare și continue pe spații 
Hilbert, Lema lui Riesz

începem cu Lema lui Riesz, privind forma funcționalelor liniare și continue 
pe spații Hilbert, teoremă care descrie dualul unui spațiu Hilbert.
T eorem a 4.1 (Lema lui Riesz) Fie X  spațiu Hilbert și f  o funcțională liniară 
și continuă pe X  ( f  £ X*). Atunci:
1) Există un element af în X  astfel încât f(x )  =< x ,a f >, Vz G X.
2) Elementul af este unu: cuproprietatea 1).
3) \\f\\ -  IM -
Demonstrație. Pentru f  E X*, nucleul său, Ker f  este un subspațiu închis 
al lui X . Dacă Ker f  = X  , deci /  = 0 luăm aș =  0. Să presupunem că 
Ker f  ^  X, prin urmare, conform Corolarului 2.20, 3z /  0, z G Ker f 1 . 
Pentru x E X  arbitrar, elementul

X ”  6  K e r
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și, deci

Rezultă că

< x ,z  > - 7 n l l z l|2 =  °> s a u ’ echivalent, f(x )  =< x, •
J \ z ) \\z \\

Punând 

punctul 1) este demonstrat. Unicitatea este imediată (2)). 3) rezultă ținând 
cont de

și de
ll/ll =  sup |/ ( i ) |  >  / ( Â < i f )  =  HM-

M =I
Observație. Notăm că folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz rezultă ime­
diat că reciproca teoremei demonstrate mai sus este de asemenea adevărată. 
Mai precis, orice y € X  definește o funcțională liniară și continuă f y pe X , 
f y ^ )  = < x ,y  > .

4.2 Corespondența între forme seschiliniare 
și operatori

Corespondența între forme seschiliniare și operatori liniari pe spații Hilbert, 
pe lângă faptul că reprezintă un instrument de lucru util în multe situații (de 
exemplu, poate fi folosit pentru definirea adjunctului și evidențierea propri­
etăților sale), este de un interes istoric deosebit. Amintim că teoria spectrală 
a fost dezvoltată de Hilbert (la începutul secolului trecut) ca o teorie pentru 
forme biliniare pătratice, context în care, lucrând cu expresia formelor ca 
matrici infinite, se ajungea la calcule foarte complicate. Unul (dar nu unicul) 
dintre motivele pentru care von Neumann a devenit faimos este și folosirea 
conceptului de operator liniar pentru soluționarea problemelor teoriei spec­
trale pe spații Hilbert.
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Să precizăm mai întâi câteva noțiuni.
Definiție. Se numește formă seschiliniară pe spațiul liniar X  peste corpul 
K  o aplicație B ■. X  x X  — > K  liniară în prima variabilă și conjugat liniară 
în a doua, adică, având proprietățile:

i) B (ax + fiy, z) = aB țx , z) + 0B(y, z), Vi, y, z E X, a, fi E K
ii) B (x, ay + fiz) = âB țx , y) + fiB(x, z), V x, y, z E X , a, fi E K  .

Spunem că forma seschiliniară B  este autoadjunctă (sau hermitiană) dacă 
B(x, y) = B(y, x), Vr, y E X, și este pozitivă dacă B(x, x) > 0, Vi G X.

Observație. Un produs scalar pe X  este o formă seschiliniară pozitivă, 
autoadjunctă, care în plus mai are proprietatea că dacă B{x, i )  =  0 atunci 
x = 0 (x E X ).

Observație. Dacă B  este o formă pozitivă, autoadjunctă pe X, atunci

0 < BțXx+y, Xx+y) = |A|2B(I , i)+2EeA B(x, y)+Bțy, y), Vi, y E X , X E K.

Prin urmare, dacă B{x, i )  ^  0 (sau B(y,y) ^  0) punând aici

A = B (x,y) 
B(x, x ) '

obținem inegalitatea Cauchy-Schwarz generalizată,

\B(x,y)\ < B ( x ,x ^ B ( y ,y ^ ,  ¥x ,y  E X.

Când ambii B (x ,x )  și B (y,y) sunt zero, inegalitatea se obține luând 
A =  -B (x ,y ) .

în continuare presupunem că (X, < •, • >) este spațiu Hilbert.

Definiție. O forma seschiliniară pe spațiul Hilbert X  se numește mărginită 
dacă există o constată pozitivă M  > 0 astfel încât

|5 (i,i/) | < M ||i|| ||y||, ^ x ,y E X .

Notație. Observăm că mulțimea tuturor formelor seschiliniare mărginite pe 
X  echipată cu operațiile de adunare și înmulțire cu scalari uzuale este un 
spațiu liniar, notat în cele ce urmează cu SB (X ). Aplicația definită pe SB țX ) 
cu valori reale,

B ^ | |B | |= i n f  { M > 0 | |B ( ! , » ) |< M H  M . V i . j e n
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este o normă pe SB (X ). Un calcul simplu arată că

11^11= sup |B ( r ,v ) |=  sup \B{x,y)\ = sup 
M < i , M < i  11x11=1,113/11=1 M / o j M i / o l l U l  •

P ro p o z iția  4 .2  Există o corespondență bijectivă, izometrică între operatorii 
din B (X ) și formele din SB (X ), dată de T  <— ► BT , unde

BT (x,y) =< x ,T y  >, Vx,y e X.

Demonstrație. Dacă T  € B(X), este clar că BT este o formă seschiliniară pe
X . Mărginirea lui BT  rezultă din

\BT ^ ,y ) \  = \ < x ,T y > \ <  ||T|| • ||i || • ||y|| , Vx,y E X

și, în plus, ||BȚ || < ||T|| . Pe de altă parte, punând x — Ty  în definiția 
formei BT  obținem

P î / l l 2  = | B r ( î ’„ ) l < W - | | ’ ’s l ' W

ceea ce arată că ||Br|| < HTH. Rezultă că ||BT || =  ||T||.
Mai avem de demonstrat că aplicația T  >—> BT  este surjectivă. Pentru B

în SB (X ) și y G X să considerăm funcționala pe X , definită prin

f y M  = B ( x ,y f  x E X ,

care, în mod evident este în X*. Aplicând Lema lui Riesz, obținem un element 
unic în X , Ty, astfel încât

/ , 'M  = <  x .T y  >, v x  e  Xși | | / ' | |  = r a i -

Aplicația y ।— ► Ty  este liniară așa cum rezultă din 

< z, T (ax  + Șy) >= f^ + p ^ z )  = B{x, ax + ^y} 

= ăB țz, x) + (3Bțz, y) = ă  < z ,T x  > +0 < z ,T y  > 

=< z ,a T x  + ^ T y  > Vx, y, z E X , a, ^  ^  K.

Mai mult,
I N I  =  l l / f b  su p |B (z ,y ) |< ||B |H ly ||, 

ll*ll=i
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deci T  este operator mărginit. Cum Bțx, y) =< x ,T y  >, Vz, y E X , propoz­
iția este demonstrată.
Corolarul 4.3 Fie T  un operator liniar pe X . Operatorul T  este mărginit 
dacă și numai dacă există o constantă M  > Q astfel încât

\ < x ,T y  > \ < M  ■ \\x\\ ■ \\y\\ Vx,y E X.

în plus,

sup | < x, Ty > | =
M < I ,IIÎ/II<I

suphii .̂iijii^o Ikll ■ IMI
= inf {M  > 0 | | < x ,T y  > | < M  ■ ||r|| • ||T/||,Vz,y 6 X} 

Demonstrație. Rezultă imediat din echivalența T  € B{X) &  Br E SB (X).

Observație. Deoarece | < y ,T x  > | = \< T x ,y> \ = | < T x ,y  > |, 
corolarul precedent poate fi reformulat astfel: T  € B(X) o  BM > 0 astfel 
încât \ < T x ,y  > \ < M  ■ ||i || • ||y|| ,V x ,y  E X.

4.3 Adjunctul unui operator și proprietățile 
sade

Teorema 4.4 Pentru orice operator T  E B (X ) există un unic operator 
T* € B țX )  astfel încât

< Tx, y >=< x, T*y >, Vz, y € X.

In plus. ||T|| = | i n -
Demonstrație. Pentru T  arbitrar în BțX} considerăm forma seschiliniară

țx,y) ^ <  T x ,y  >

care, aparține în mod evident spațiului SB țX ). Conform Propoziției 4.2, 
rezultă că există un operator T* E B țX ) astfel încât BT - = B, adică

< T x ,y  >=< x,T*y >, ^ x ,y  E X.

Mai mult, ||Br. || =  ||T"*|| și, pe de altă parte

I B r l  = inf {M > 0 I |Br (I 1 S )| <  M  ■ ||z|| ■ M .V x .»  e  X} =
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=  inf {JW > O | l(Tx,y)\ < M  ■ ||i || ■ |M ,V x,y e  X} = 

=  mf {M >  0 | ! ( ! , « !  < M - H  • h l h f e j  £ X} =  |T ||.

D efin iție . Operatorul T* G B țX ) având proprietatea

< T x ,y  >=< x,T*y > Vx,y G X,

se numește adjunctul operatorului T. Spunem că operatorul T  este autoad- 
junct dacă T  = T*.

Mulțimea operatorilor autoadjuncți pe spațiul Hilbert X va fi notată în 
cele ce urmează cu A{X). .

O bservație. Dacă A este autodjunct, este ușor de văzut că pentru orice 
x e X , < A x ,x  >G R. Mai mult < A x ,x  >G [— ||A||, ||A||], Yx e  X  cu 
M  < i-
Notații. Pentru A  operator autoadjunct, notăm

mA = inf < Ax, i  > și MA =  sup 
M ^1 iiiii<i

< A x ,x

E xem p le . 1. Fie T  G B (K n ),(aij)i<ii:j<n  și respectiv (a*j)i<i,j<n matricea 
operatorului T, respectiv a adjunctului său. T* în baza canonică. Cum Vi, j,

â j —*x Tțej^,eî —c  e j,T  (e ĵ > < T*(ei),ej > = a^,

rezultă că a*̂  = ăj,, deci matricea lui T* este adjuncta matricii lui T.
Notăm că terminologia introdusă în definiția de mai sus este aceeași cu 

cea utilizată în algebra liniară. Deci, T  este autoadjunct dacă matricea sa 
este hermitiană.

2. Fie T  operatorul definit pe l^ , prin T ț^ J n )  =  (An ( n )n , (Cjn £ IR , 
(unde (An )n G 1 ^ .

In Exemplul 2 din secțiunea 3.1, am stabilit că T  este bine definit și că 
T  G B(1'K Y Adjunctul lui T  este definit astfel:

r ( ( î , ) J  = ( « „ ) , „  v ( f j .  e < t
într-adevar, pentru e„ =  ( i , ) *  avem

^ ri)  ^n > — ̂  ^n^nj ^n > < ^n, ^n^n ^ ț
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deci T*{en ) = An en . Atunci,

• oo oo oo
r ( ( f , M  =  n ^ 5 , t . )  =  £ ț , r s ,  =  £ « . « ,  =  ( W „ 

n = l  n = l  n = l

Operatorul T  este autoadjunct dacă și numai dacă (An )„ C R.
3. Dacă (ai3)” = 1este o matrice infinită cu proprietatea ^ “ j ^ “ j \ai3 12 < 

< oo, să definim pe 1% operatorul A,

OO

Deoarece
OO OO oo oo

i Z ^ i i  < E M  ■ iy < E i ^ f ^ Z i a ^ ’
J= 1 J=1 J=1 J= 1

rezultă că
oo oo /  oo oo \

MOI2 = E IE “̂ M E E M 2
i= l  j = l  \ i = l  j = l  /

deci A G B(l]<) și
OO oo 

I K < E E M 2 
i= l  j = l

Să notăm că ^ “ j ^ “ j |aij|2 < oo nu este o condiție necesară pentru 
că A să fie mărginit (de exemplu matricea identitate nu satisface această 
condiție, dar operatorul A definit de ea este operatorul identitate, I, care 
este continuu).

Considerând în l^  baza ortonormală standard, eb e2, ...,e n ,

dij —< Â -ĵ  €ț .

Deoarece

< A*ej,ei >
OO OO oo oo

< A^î > — ^jîȘi l^îjl i
i= l  ;  = ] i= l  j = l
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rezultă că adjunctul operatorului A, este operatorul definit de matricea in­
finită (ă^)“ = 1 . .

Să notăm că operatorul A este compact. Pentru a justifica aceasta, să 
considerăm pentru fiecare n E N , operatorul A n  pe l^  , definit prin

n TI n
A n ( £ i ) i  =  ( ^  „ a l j ^ j ^  Q n j^ ? i Oi O ---; 0> ■•), V ( ^ ) ,  6  l ^ .

j = l  j = l  J=1

Deoarece A n  este de rang finit, el este compact. Totodată,
oo oo oo o©

i= n + lJ = 1  j= n + l  i= l

deci, conform Teoremei 3.16, A 6 /C(Z^).
Teorema 4.5 (Proprietățile adjunctului) Fie T ,V  E B (X ) și a, 13 G K. 
Atunci:
1) (aT + 0 V y  = a T  +~/3V*-,
2) v y  = V*T*\
3) T** = T;
4) \\T*T\\ = ||T ||2 ;
5) T  este inversabil în B (X) dacă și numai dacă T*este inversabil în B(X); 
în plus (T*}-' =  (T -1)*;
6) Ker T* =  (T(X))1 .
7) T  € X țX )  dacă și numai dacă T* G X țX ).
Demonstrație. Pentru a demonstra primele trei proprietăți vom folosi cores­
pondența dintre forme seschiliniare mărginite și operatori liniari și continui 
pe X . Avem

B(a T + 0vy (z, y) = <  z, (aT + /3V)*y >=
=< (aT + ^V^x, y >= a < T x ,y  > +Ș < V x ,y  >=

= < x ,a T y  > + < xJ3V*y >= Bțs r .+pV . ) (x,y), Mx,y G X,

deci 1) este justificătă. Pentru 2), ținem cont de

B { T v y (x,y) =< x ,(T V y y  >=< (T V )y ,x  >=

=< V{x),T*y >=< x, V*T*y >= B y r ~ (y), Vx, y e X.

A treia proprietate rezultă din

B T -  (X , y) =< x, ( (T y y y  >=< T*x, y > = < y , T*x > =
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= < T y ,x  > =< x ,T y  >= B-r(x,y), Vx,y G X.

Să dovedim acum 4). Clar,

l i r r n  < i m  • ||T|| =  i m 2

Pe de altă parte, pentru fiecare y EY,

\\Ty\\2 =< T y ,T y  >=< V .T T y  > <  ||T T || • | r f .

deci ||T ||2 <  ||T T ||.
T  este inversabil în B(X) dacă există în B(X) un operator, (notat cu 

T - 1 ) astfel încât T  T~ x = I, T ^ T  = I. Prin urmare, folosind 2), rezultă

(T ^ fT *  = I, T ^ T - 1)* = I.

Aceste egalități demonstrează că operatorul T*este inversabil și că inversul 
său este ( T~ x y .  Cum T~ x G B(X), avem că (T - 1 )* G B(X).

Pentru 5), din identitatea < T x ,y  >=< x,T*y > rezultă că dacă y G 
Ker T*, atunci y G (T (X ))1 . Reciproc, dacă y G (T (X ))1 , atunci T*y G

=  {0}-
7) Să presupunem că T  este compact. Fie ( in )n  un șir în X, ||zn || < 1. 

Deoarece, TT* este compact (Propoziția 3.15), există un subșir ( in <)n < al 
șirului (rn )n  astfel încât (TT*xn ')n ' converge. Atunci, pentru n ,m  G N 
arbitrari,

l l^ X '- ^ X n 'l l  = <  T*(xn>-xm /),T*xn>-xm > ><< TT*(xn>-xm >yxn >-xml

< \\T T \x n> -  x m .)\\ • | | ^  -  xm l \\ < 2 | |T F ^  -  T F I m < ||, 

ceea ce înseamnă că șirul (T*xn ')n ' este Cauchy, deci X  fiind complet, con­
vergent.

4.4 Raza numerică

Definiție. Se numește raza numerică a operatorului T  G B(X) numărul

lll^lll =  sup | < T x ,x  > |. 
IM=i
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O bservație. Se poate arăta cu ușurință că avem următoarele egalități:

IUTI|| =  sup | < T x ,x  > | =  sup
M < i i/0

T eorem a 4.6  Fie X  spațiu Hilbert complex. Atunci,
1) Aplicația T  ।— ► |||T ||| definită pe B (X ) cu valori reale este o normă;
2) Pentru orice T  G B{X), (1/2)||T|| < |||T ||| < ||T||;
3) Pentru orice T  G B{X), |||T 2 ||| < |||T |||2 .
Demonstrație. Mai întâi vom demonstra punctul 2). Cu inegalitatea Cauchy- 
Schwarz avem

| < T r j > |  < ||T z ||- | |z | |,

deci | < T x ,x  > | < ||T|| • ||r ||2 , ceea ce implică |||T ||| <  ||T||.
Ca să obținem că ||T|| este dominată de 2 |||T |||, pornim de la identitatea

< T(x  + y ),x  + y > -  < T(x - y ) , x  -  y >=

=  2 < Tx, y > +2 < Ty, x >, x ,y  E X.

Pentru z și 7/ de normă unitară, folosind identitatea de mai sus și Iden­
titatea paralelogramului, se obține

2 \< T x ,y >  + < T y ,z > \ <  |||T |||([|l  + j | | 2 + II* -  î f i  =

= 2 h |T |||(M 2 + M 2 W l i r | ^

Prin urmare, Re(< T x ,y  > + < T y ,x  >) < 2 |||T |||. Punând aici y 
{l/\\Tx\\)Tx, avem

(*) W + R e i 
Iluzii

< T 2x ,x  > <  2 |||T |||, Vz G X, l|z|| =  1

Mai departe, dacă | < T 2x ,x  > | =  e10 < T 2x ,x  >, ^7 G C astfel încât 
72 = e10. Cum inegalitatea precedentă are loc pentru orice T  G B(X), ea este 
adevărată și pentru T  7T, deci

< y r 2x ,x  > <  2 |||T |||, Vz G X, ||z|| =  1.

Am obținut că

l |T l1 1  +  I S i l 1 < T 2x , x > \ <  2 |im il, V* e  X  h ll  =  1.
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ceea ce implică ||TT || < 2|||71|||, VT G X, ||i || =  1, deci ||T|| < 2|||71|||.
Acum, 1) este clar, deoarece în mod evident T  ।— > 111̂ 1 II este o semi- 

normă și dacă |||T ||| =  0, din 2), ||T|| =  0, deci 7  = 0.
Ca să dovedim 3) observăm că

W + n U H r V o i n i n i ^

<=> 0 < 2|||^|II • ||Tz|| -  l l^ l l2 -  I < T 2z , z  > I

Continuând calculul în membrul drept, avem,

0 < - m i  -  M ) 2 + um il2 - 1 < T \ , x  > I <

< u m il2 - I e r 2*, * > l ,  M  = 1

ceea ce implică

I c r V x m s i i m i l 2 , ^ e x ,  M  = 1

și încheie demonstrația.
C orolarul 4.7 Fie X  spațiu Hilbert peste corpul K  (K  =R, C) și A ope­
rator autoadjunct pe X . Atunci, ||A|| =  |||A |||.
Mai mult ||A|| = max{|mx|, IM^I}.
Demonstrație. Egalitatea (*) din demonstrația teoremei precedente are loc 
pentru orice T  € B(X). Punând aici T  A, avem,

1 ^ 1  + Î T l i l  < A -1  > I 2  2 Ill^llh V l  6 *• M  =  ‘ .

și cum A = A*, rezultă ||Az|| 4- ||Ar|| < 2|||A |||, deci ||A|| <  |||A |||. Aceasta, 
împreună cu punctul 2) din Teorema 4.6 arată că ||A|| =  |||A |||.
C orolarul 4.8 Fie X  spațiu Hilbert peste corpul K  (K  —R, C) și A ope­
rator autoadjunct pe X  astfel încât < Az, z  >= 0, Vz E X . Atunci A =  0. 
Demonstrație. Dacă < A z ,z  >— 0, Vz € X  rezultă că |||A ||| = 0, deci 
H ll =  o.
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4.5 Câteva clase de operatori în spații Hilbert

4.5.1 Operatori pozitivi, rădăcina pătrată a unui ope­
rator pozitiv

Definiție. Spunem că operatorul J4 G A (X )  este pozitiv (A > 0) dacă 
< A x ,x  > >  0, Vx G X.
Mulțimea tuturor operatorilor pozitivi pe un spațiu Hilbert X va fi notată 
cu A + (X).

Observații. 1. Pentru orice T  G B (X ) operatorii TT* și T*T simt pozitivi, 
deoarece

< T T x ,x  > -<  T*x,T*x >= | |F i | | 2și < T*Tx,x  >=< T x ,T x  > =  ||T i||2 .

2. Dacă A, B  sunt în 4 + (X), suma lor, A + B  este de asemenea în

3. Dacă >1 G A+ (X) și t > 0, atunci tA  G A (X )-
4. Dacă și A și —A sunt operatori pozitivi, atunci A =  0. Intr-adevăr, 

dacă A și —A sunt în A+ (X), < A x ,x  > =  0,Vz G X, deci |||J4||| =  0, și cum 
|||A ||| =  HAI, rezultă A =  0.

5. Pe mulțimea A (X )  vom considera relația de ordine parțială

•41 < A2 >—> A2 — Ai G A (X ) .

(A(X), <) este deci o mulțime parțial ordonată. Notăm că dacă Ai, A2 G 
A+ (X), și Ai < A2 atunci ||Ai|| < ||A2||. Aceasta rezultă din

Ai < A2 <=>< Airr,z > < <  A2I , I  > y x  G X <=> |||A i||| < |||A2 |1|.

6. Pentru fiecare A G A+ (X) , forma seschiliniară asociată lui A (Propo­
ziția 4.2) este pozitivă și autoadjunctă, deci are loc inegalitatea Cauchy- 
Schwarz generalizată,

| < Ax, y > \ << Ax, r  >2 < Ay, y >*, Vx, y E X.

(Vom face convenția să numim această inegalitate, inegalitatea Cauchy-Schwarz 
corespunzătoare operatorului pozitiv A).

Adăugam că dacă în inegalitatea de mai sus facem y = Ax, rezultă

||Ax|| < ||A||2 < A x ,x  >2, Vx G X.
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Teorema 4.9 Fie ( 4 ) n  un șir de operatori din A{X) având următoarele 
proprietăți:

1) An  < 4 + 1 , Vn € A;
2) BB G A țX ) satisfăcând An  < B, Vn G N.

Atunci, există A G A{X) astfel încât pentru fiecare x E X , șirul țAn {x))n 
converge în X  la A(x) (adică șirul de operatori (An )n  converge punctual la 
A). Mai mult, A =  su p 4 - 

n
Demonstrație. Putem presupune, fără a pierde generalitatea că (An )n  C 
A + (X) (deoarece, în caz contrar în demonstrația de mai jos înlocuim A n 
prin A n — A J. Pentru x e X  arbitrar fixat, să considerăm șirul numeric 
(< An x ,x  >)n  și să notăm că el este un șir crescător și mărginit superior 
(de < B x ,x  >). Rezultă că acest șir este convergent, fapt pe care îl vom 
utiliza ca să arătăm că șirul (An x)n este Cauchy în X. Prin urmare, fie 
m ,n  E N, m  > n. Folosind inegaliatea lui Cauchy-Schwarz corespunzătoare 
operatorului pozitiv Am  — An , obținem

^Am x -  4 r | | 4 = <  (Am  -  A n )x, {Am  -  An )x >2 <

< <  ( 4  A n ^x,x  2> • < (Am  An) x, țAm An )x
<< (Am  -  An }x, x > -\\Am  -  Ân ||4 • | | ( 4  -  4 ) r | | 2 .

Rezultă că
||Am r  -  An r | |2 < 2||B|| < ( 4  -  4 ) i ,  x >,

deci țA n x)n  este șir Cauchy în spațiul Hilbert X. Atunci, există Ațx) =
= lim A n {X)-, cum limita punctuală a unui șir de operatori autoadjuncți este n->oo
ea însăși în A țX )  și cum

< 4^>  x ><< An + m x, x >, Vn, m e N,

rezultă că A este un majorant al șirului ( 4 ) n  în -A(A'). Dacă C este un alt 
majorant al acestui șir, avem < An x ,x  ><< C x,x  >, deci, pentru n —> oo, 
A < C; prin urmare A =  su p 4 - 

n
Teorema 4.10 Fie A ,B  în 4 ( ^ )  astfel încât AB = BA. Atunci AB  G 
e  A+ țx ) .
Demonstrație. Fie A  G 4 W ,  A ^  0 (dacă A =  0 totul este clar). Să 
definim inductiv șirul de operatori (An )n ,

Ai — 4 A, An ^i — A n  An Vn > 2.
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Șirul de operatori continui (j4n )n  are următoarele proprietăți:
1) □ < 4  < A Mn € N;
2) An B = B A n y n  e N;
3) A i i  = ^ “ [ A țx , Mi G X.
Să presupunem pentru moment că am demonstrat deja că șirul (An )n 

are aceste proprietăți (de fapt ultimele două; prima este utilizată pentru a o 
demonstra pe a treia). Atunci, Mi € X,

oo oo

< A B I , I  > =  ||A|| < ^  A2 (BX), T > =  ||A|| <  y  An B A n i ,  i  >= 
n=l n=l

oo

=  ||A|| ̂  <  B A n i ,A n i  > >  0 

n=l

și deci demonstrația este încheiată.
Să ne întoarcem acum la verificarea proprietăților șirului (An )n . Demon­

străm 1) prin inducție. Dacă n =  1, conform observației 3), 0 < Ap Deoarece 
MII =  ll|A|||, < A I , I  > <  ||A|| < I , I  >y Mi E X , deci Ai < I. Mai departe, 
să presupunem că 0 < An  < I  și să dovedim că 0 < An+ 1 < I. Aceasta 
rezultă din

I  — An + i = Z — An  +  A2 =  (Z — An ) 4- A2

și din
An+ 1 =  An  -  A2 =  An (I -  An )2 +  (1 -  An )A2 , 

ținând cont că suma a doi oparatori pozitivi este tot un operator pozitiv și că 
operatorii I -  A n , A2 , A n ( / - A n )2 , ( I -  An )A2 simt pozitivi. Un calcul simplu 
arată că operatorii An ( / - A n )2 , (Z -  An )A2 sunt într-adevăr în A+ (A) :

< An (Z An ) I , I  > = <  (Z An )An (l An )i, i  >=

= <  An (Z -  A n )i, (I -  An ) i  >> 0 
și respectiv

< (Z -  A n )A2 i ,  x  > = <  An (Z -  An )An i ,  i  > = <  (Z -  An )An i ,  An i  >> 0 .

Proprietatea 2) se poate verifică ușor de asemenea prin inducție bazându- 
ne pe ipoteza din enunțul teoremei, AB = BA. Pentru 3), avem,

n
Ai = A2 + A2 =  A3 +  A2 + A2 =  ^  A  ̂+ An +i, Mn 6 N .

t=i
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Atunci,

^  ^  -  A  ~ Ai+i < ^i> Vn G N. 
k=i

Concluzionăm că șirul ( ^ J =1 A 2̂  este mărginit și totodată crescător, deci 
conform Teoremei 4.9, pentru orice x E X , seria 5Zt>1 A kx  converge în X .

Totodată, pentru orice x E X,
n n n

2 2  II ̂ n 2 =  E  < A k x ' A k X  > =  2 2  < A k X x̂  > =

fc=l fc=l fc=l

n

= <  ^ A j i , i  > < <  A^x,x >, 
k=l

deci, seria numerică ^ t ||Afcrr||2 este convergentă. Prin urmare, pentru 
x € X  arbitrar lim An x = 0. Cum

n

A\X = 2 2  A kx  + An + ix, Vn € N,
k = i

pentru n —> oo, rezultă că A r  = ^ j  ^ i ,  și (3) este dovedită.
T eorem a 4.11 (Teorema rădăcinii pătrate) Pentru orice operator pozitiv 
A E A + (X) există un unic operator pozitiv B E A + (X), (numit rădăcina 
pătrată a operatorului A, vC47 astfel încât B 2 = A. în plus, B comută cu 
orice operator liniar și continuu care comută cu A.
Demonstrație. Dacă A = 0, luăm B  =  0. Să presupunem deci că A /  0. 
Atunci, putem presupune fără a pierde generalitatea că ||A|| =  1 (deoarece, 
în caz contrar considerăm operatorul (1/||A||)A și dacă rădăcina sa pătrata 
este B ', cea a operatorului A este în mod evident \/||A || • B'}.

Să definim inductiv șirul de operatori țB n )n ,

Bi =  Oși B n + \ = B n  + ~(A — B 2), n > 1

și să verificăm prin inducție că acest șir este crescător și mărginit în A țX ). 
Deoarece Bi =  0, Bi este în A țX )  și, presupunând că B n  6 A {X), B n + i 
este de asemenea în A țX )  pentru că sumă de operatori autoadjuncți este de
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asemenea operator autoadjunct. Acum, să verificăm că B n  < I, Vn. Aceasta 
rezultă din

I  -  B n + , = I  -  B „ - ± A  + ± B n
2  = ±(I -  B j  + ± (I -  A) 

Z Z Z Z

deoarece I  — A > 0. Presupunând că Bn - i  < Bn  (n > 2) și comparând B n 
cu Bn + i avem:

B„+1 - B „  = B n  + \ ( A - B l ) -  B , ^  -UA- B 2 . , )  =

= B„ -  B ^  -  ^ (B 2 -  B 2 - t )

= (Bn  -  Bn _ ^ [ ( /  -  Bn ) + ( / -  ^ . J ]  > 0, 

(Am folosit Teorema 4.10 deoarece operatorii

(Bn  -  Bn _i) ș i ^ - B ^ + ^ - B ^ ) ]

comută în mod clar, deci ipoteza acestei teoreme este satisfăcută).
Conform Teoremei 4.9, există B  G A+(X) limita punctuală a șirului 

(Bn )n . Pentru x E X  arbitrar fixat avem

||B ^  _  B 2Z || < ||Bn (Bn x) -  B (B i)|| =

=  ||Bn (Bn I ) -  Bn (Bx) + B n (Bx) -  B(Bx)\\ <

< ||Bn || • ||Bn z -  Bx|| + ||Bn (Bx) -  B(Bx)|| —+ 0

ceea ce arată că B 2x — > B 2x, pentru n —► oo. Atunci, trecând la limită în 
raport cu n în egalitatea

Bn+l = B„ + ^ A  ~ B 2 )

rezultă că B2 =  A.
Să dovedim mai departe că operatorul B  construit mai sus este unic astfel 

încât B 2 = A. Dacă C este un alt operator în A + (X) satisfăcând C2 = A, 
atunci el comută cu B. Aceasta rezultă prin inducție, așa cum reiese din 
următorul calcul (deoarece AC = CA) :

CB n+} = CBn  + ± (C A -  C B 2 ) = B n C + ^ A C ~  B 2C) = B n + 1C. 
z z
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Acum, pentru a arăta că Cx = Bx, VT 6 X, cum

\\Cx -  Bx\\2 =< (C -  B)x, (C -  B )x  >=< x, țC -  B ^ x  >, 

este suficient să stabilim că {C — B)((C  — B)x) = 0. Ținând cont că C și B 
sunt în .4+ (X) și că BC = CB, și notând (C — B)x  cu y, avem

0 << C y,y > + < B y ,y  >=< (B + C)y, y >=

=< (B + C ^ B  -  C}x, (B -  C}x >=< (B2 -  C2)x ,x  >= 0.

Prin urmare < Cy,y  > =  0 și < B y,y  >= 0. Dar, cu inegalitatea Cauchy- 
Schwarz corespunzătoare operatorului pozitiv C (și similar pentru B), rezultă

||Cy||2 = <  C y,C y ><< C y,y  >^< C2y,C y  >5= 0,

ceea ce implică Cy = By = 0 și, în final țC — B)y = 0 (egalitatea dorită).
Pentru a încheia demonstrația, să observăm că dacă T  este un operator 

mărginit care comută cu A, atunci, din relația prin care am definit inductiv 
șirul (Bn )n , rezultă c&TBn = Bn T, deci pentru n —> oo, TB  = BT.

4.5.2 Operatori normali, operatori unitari, proiecții

Definiție. T  e B(X) se numește operator normal dacă T  T* = T*T.

Observație. Notăm că orice operator autoadjunct este normal.
Propoziția 4.12 Fie X  spațiu Hilbert complex și T  E B țX ) un operator 
normal. Atunci, \\\T\\\ = ||T||.
Demonstrație. Deoarece T  este normal, pentru fiecare n E N, țT  T*)n = 
T n (T*)n . Prin urmare,

IÎ II2" = (ii  ̂n ^ ) 2nH i in 2n) M i( m i*  =
= r ( r ) 2ni i ^ r r r i i ^ r i i .

Conform Teoremei 4.6, rezultă că ||T2 n || < 2|||T 2 n ||| și, aplicând aceeași 
teoremă, punctul 3), avem |||T 2 n ||| < 2 |||T |||2 n , deci, în definitiv,

m i 2 n < 2 iim ii2 n ,
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adică, ||T|| < 2 ^ |||T |||,  Vn € N. Concluzionăm că ||T|| < |||T ||| și cum în­
totdeauna inegalitatea |||T ||| < ||T|| este verificată, demonstrația propoziției 
este încheiată.
P r o p o z iția  4 .13  Fie X  spațiu Hilbert real sau complex și T  în B (X ). Ur­
mătoarele afirmații sunt echivalente:
1) T  este normal;
2) \\Tx\\ = \\T*x\\, Vi G X.
Demonstrație. 1) => 2) rezultă din

||Tz||2 = <  T x ,T x  >=< x,T*Tx

x ,T T * x  >=< T*x,T*x >= \\T*x\\2

Pentru a dovedi reciproca, deoarece TT* — T*T este autoadjunct, este su­
ficient să verificăm conform Corolarului 4.8 că < (TT* — T*T)x,x  > =  0, 
Vi 6 X . Cu 2), avem

< (TT* -T * T }x ,x > = <  TT*x,x > -  < T*Tx,x  > =  ||7 z ||2 -  | | r i | | 2 =  0.

D efin iție . Un operator unitar este o aplicație smjectivă din X în X astfel 
încât

< Ux,Uy >=< x ,y  >, Vx,y E X.

O bservație. Orice operator unitar U pe X  este liniar și continuu.
Să verificăm mai întâi liniaritatea lui U. Fie t arbitrar în X; cum U este 

surjectiv, 3z € X  astfel încât U(z) = t. Atunci, totul este clar, cu următorul 
calcul:

< U(ax + 0 y),t >=< U(ax 4- 0y),U z >=< ax + 0y, z > =

= a < x, z > +0 < y, z >= a < Ux,Uz > +0 < Uy,Uz >—

=< aUx, t > + < 0Uy, t >=< aUx + 0Uy, t >, Vi, y e  X ,a , 0 e K.

Continuitatea operatorului U rezultă din G finiție, dacă în egalitatea 
< Ux,Uy >—< x, y >, Vi, y G X", punem x = y. Mai mult, ||[/|| =  1.
P ro p o z iția  4 .14  Fie U un operator în B (X ). Următoarele afirmații sunt 
echivalente:
(1) U este unitar;
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(2) U este surjectiv și \\Ux\\ =  ||i ||, Vx G X;
(3) UU* = U*U = I-,
(4) U* este unitar.
Demonstrație. Este clar că (1) => (2). Cu Identitățile de polarizare rezultă că 
o aplicație izometrică are proprietatea de a conserva produsul scalar, pentru 
că

3 3

4 < Ux, Uy >= 5 2  + ^ ) l l 2 = £ ^ lk  + M l 2 = ^ < x ,y >
fc=0 fc=0

(și similar în cazul spațiilor Hilbert reale), deci (2) => (1).
Din (1) U este injectiv și surjectiv, deci 3U- 1  astfel încât UU- 1  = 

U ^ U  = I. Pe de alta parte

< Ux, Uy >=< x ,y  ><=>< x, U*Uy >=< x ,y  > y x ,y  € X,

prin urmare, U*U = 1. Cum U este surjectiv, rezultă că U- 1  = U* și deci 
(1) => (3). Reciproca este imediată deoarece (3) implică surjectivitatea lui 
U și în plus

< Ux,Uy >=< x, U*Uy >=< x ,y  > .

Acum, dacă U* este unitar, ținând cont că (1) o  (3),

u \ u y  = (u*yu* - 1,
adică U*U = UU* = I  o  U unitar.

O bservație. Să notăm că prin compunerea a doi operatori unitari se obține 
tot un operator unitar, deci mulțimea UțX} a operatorilor unitari pe X  înzes­
trată cu legea de compoziție de compunere a operatorilor (numită și produs și 
notată ca atare) este grup (subgrup al grupului general liniar Q£(X), grupul 
operatorilor inversabili dm B(X)).

D efin iție . Un operator liniar și mărginit P  pe spațiul Hilbert X  se numește 
proiector (proiecție) dacă P 2 = P. Un proiector ortogonal este un proiector 
cu proprietatea P* = P.
Convenție. Proiecțiile ortogonale apar mult mai frecvent în aplicații prac­
tice decât cele neortogonale. Din acest motiv, convenim ca în continuare să 
folosim denumirea de proiector (proiecție) cu înțelesul de proiector ortogonal. 
Deci, mai departe, P  G B(X) este o proiecție dacă P 2 = P și P* — P.
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O bservație. Orice proiecție este un operator pozitiv, așa cum rezultă cu 
următorul calcul:

< P x ,x  >=< P2x ,x  >=< P x ,P x  >= | |P i | |2 , Vi € X.

în plus, \ /P  = P.
Notație. Fie Y  subspațiu liniar închis al lui X . Conform Teoremei Proiecției 
(2.19), orice z G X se descompune în mod unic c a r  =  i i +  z 2 , cu zi G Y și 
z 2 £ l^1 . Fie Py operatorul pe X  definit prin Py(x) = x-y

Teorema următoare pune în evidență corespondența dintre proiectori și 
subspațiile liniare închise ale unui spațiu Hilbert.
T eorem a 4.15 Fie X  spațiu Hilbert și Y  subspațiu liniar închis al lui X . 
Atunci, operatorul Py este un proiector. Reciproc, dacă P  este un proiector 
pe X , există un subspațiu liniar închis Y  al spațiului X  astfel încât Py = P. 
Demonstrație. Să verificăm mai întâi că Py G ^(X ). Fie x, y în X, deci x = 
zi + %2, y = yi + yz, CU x ^ y i  G Y, x 2 , yz G Y1  și o, /3 G K. Cum Y  și Yx 
sunt subspații liniare, ax^ + ^y\ G Y și oz 2 +  Py? G Yx . Atunci,

Pylax + /3y) = o i i  + fryi = aPy(x) + (3Py(y\

adică Py este liniar. Continuitatea rezultă din

l|py (x)HMNI2 <
în plus avem

Py(x) = PyțPyțx)) =  Py(Zi) =  ZI = Py{x)

Și
< PY {x),y >=< xi,y! + y 2 > =

= <  Zi + z 2 ,yi > + < X yy 2 >=< x,Py(y} > ■
în concluzie Py este o proiecție.

Reciproc, fie P  G A (X ), astfel încât P 2 = P. Să notăm cu Y  subspațiul 

P(X ) și să dovedim că Y  este închis. Fie y € Y  și (zn )n C X  astfel încât 
P xn — > y. Atunci,

y = limPzn  = lim P(Pzn ) =  P(lim Pzn ) =  P(y), n n n

deci y E Y . Prin urmare Y  — Y  .
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Să arătăm acum c^ P — Py. Pentru x arbitrar în X , putem scrie x = 
i i  + x 2 unde i i  G P(X), ( i i  =  Pz, z G X), x 2 G P ^ ) 1  =  Ker P  , deci 
avem

P(x} = P(Pz + X2) = Pz + P x2 = Pz ~  X\ = PyX.

Observație. Pentru orice subspațiu liniar închis Y , operatorul Py definit 
mai sus se numește proiecția pe subspațiul Y , deci putem spune că orice 
proiector este proiecția pe propria-i imagine.

4.6 Reprezentarea matricială a operatorilor 
mărginiți

Am văzut că oricărui operator pe spațiul Hilbert K n  i se poate asocia 
în mod natural o matrice, matricea sa în baza ortonormală standard. Acest 
rezultat poate fi generalizat la cazul operatorilor din B(X), unde X  este 
spațiu Hilbert având o bază ortonormală numărabilă (infinită), fie aceasta 
{en  | n G N}. Atunci, orice x E X , x = ^ “ j < x ,e n > en . Din liniaritatea 
și continuitatea lui T, rezultă

Tx = ^  < x ,e n  > Ten .

Pe de altă parte, dezvoltând în serie Fourier fiecare Ten (n e  N) se obține

Ten =  2 2  <  Ten ,e k > ek . 
k=l

Combinând cele două relații de mai sus, concludem că
oo oo oo oo

Deci, avem
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Această relație matricială ne conduce la următoarea definiție:
Definiție. Fie T  un operator liniar și mărginit pe spațiul Hilbert X  având 
bază ortonormală numărabilă infinită și {en  | n G X} o bază ortonormală 
numărabilă infinită a lui X. Matricea corespunzătoare lui T  și bazei ortonor- 
male {en  | n € N} este definită prin

aij =< Te^e i >, i , j  G N.

Definiție. Un operator liniar și mărginit pe spațiul Hilbert X  având bază 
ortonormală numărabilă se numește diagonalizabil dacă există o bază ortonor­
mală {en  | n G N} a lui X astfel încât matricea corespuzătoare lui T  și bazei 
ortonormale {en  | n G N} să fie diagonală.
Exemplu. Pentru (An )n  un șir din l^  operatorul T  pe l^  definit prin

^ ( £ n ) n  — (A n £ n )n

are maticea în baza standard a spațiului IR

/ Ai 0 0 •
0 A2 0 0 •
o o A3 o o

0 An 0

ceea ce explică denumirea sa de operator diagonal.
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Capitolul 5

Teorie spectrală elementară

5.1 Elemente inversabile în algebre Banach
Dacă X  este spațiu normat, pe spațiul liniar al operatorilor liniari și mărginiți 
pe X, B(X), compunerea operatorilor, care va fi notată multiplicativ, este 
o lege de compoziție internă. (B(X), •) are o structură naturală de algebră 
înzestrată cu o normă submultiplicativă (||ST|| < ||S ||-||T ||, VS,T  G B {X }\ 
în cazul în care X  este spațiu Banach (Hilbert) (B(X), || • ||) este spațiu 
Banach. Acesta este modelul nostru pentru o structură algebrico-topologică 
deosebit de bogată, numită algebră Banach. Mai întâi, vom pune în evidență 
în algebre Banach proprietățile legate de inversarea elementelor, proprietăți 
utile în particular și în B(X).

Definiție. O algebră Banach peste corpul K  este un spațiu Banach 
(KA, II' ll)> înzestrat cu o lege multiplicativă asociativă, (S, T) ।— ► ST, astfel 
încât (A  •) are o structură algebrică de algebră, adică

1) X(ST) = (XS)T) = S (X T \ V S ,T e  AVA e K-,
2) (S + T)V  = SV  + TV, VS, T ,V  E A,
3) S (T  + V} = ST  + SV, VS, T ,V  E A

și astfel încât norma lui A  este submultiplicativă, aceasta însemnând
4) ||S T ||< I |5 ||- ||T ||,  V S .T e X
Algebra Banach A  se numește unitară dacă există 1 € 4  (în mod necesar 

unic) numit unitate a algebrei A, astfel încât IT  = T I  = T, VT e A. Spunem 
că algebra A  este comutativă dacă ST  = TS, VS, T  E A.

Observație. Se poate demonstra că dacă A  este o algebră Banach unitară,
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.4 ^  {0}, ea poate fi normată cu o normă echivalentă cu cea inițială astfel 
încât ||Z|| =  1; deci putem presupune fără a pierde generalitatea că ||Z|| =  1. 
Definiție. Un element U al algebrei Banach unitare A, se numește inversabil 
dacă există elementele S ,T  E A  astfel încât US = TU = I.
Notație. Elementele S ,T  din definiția de mai sus sunt în mod necesar egale:

S = IS  = (TU)S) = TțU S) = T I  = T.

Pri urmare, vom nota cu U~x = S = T  și vom numi acest element inversul 
lui U. Să notăm că inversul unui element, în cazul în care există, este unic.

Mulțimea tuturor elementelor inversabile într-o algebra Banach A, notată 
mai departe cu G(A), înzestrată cu restricția legii multiplicative din A  are 
o structură algebrică de grup (numit în cazul A  = B(X), așa cum am mai 
precizat, grupul general liniar).

în continuare, .4 va fi o algebră Banach unitară, cu unitatea I, ||Z|| =  1. 
Teorema 5.1 Fie T  € A  cu \\T\\ < 1. Atunci, I  — T  £ G(A), și

oo

n=0

In plus,

Demonstrație. Pentru n număr natural arbitrar fixat, deoarece norma este 
submultiplictivă, ^ = 0  ||T fc|| < £ j =0 ||T ||fe și cum ||T|| < 1, rezultă că seria 
E n > 0 T" e s t e  absolut convergentă. A  fiind spațiu Banch concluzionăm că 
E n ^ - ^ 1 este convergentă. Fie Sn  =  E k= o^ k - Cum

(Z -  T)S n  = Sn ț l  - T )  = I -  T n+1

și cum I  — T n+X — > I  pentru n —> oo, (deoarece ||Zn + 1 || < ||T ||n + 1 , și 
||T|| < 1) rezultă că

OO oo

( / -  T) £  T" = ( £  r " ) a  -  n  = -T,
n=0 n=0

ceea ce dovedește c% I  — T  este inversabil și că (Z — T)- 1  =  }^“  0 T n . Atunci,
OO 

i i ( / - îT 1ii< E im i” = 
n=0
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C orolarul 5.2 Fie T  E A  și \\I — T\\ < 1. Atunci, T  E G(A), și

Demonstrație. Totul este clar dacă aplicăm teorema precedentă elementului 
I  - T .
C orolarul 5 .3  Fie To € A  inversabil și T  un element din A  cu proprietatea 
\\T -  To \\ < l/IIV H . Atunci T  E QțA),

oo

T~ x = Y ^ [ T ; \T o - T } \ n T ; 1

n=0

Demonstrație. Deoarece T  = To — țTo — T) = T0[I—T~ l țTo —T)] și ||TO
- 1 (TO- 

—T)|| < ||71‘ 1 || • ||(T0 — T)|| < 1 cu Teorema 5.1 rezultă că T  este inversabil 
și că

OO

T - 1 = [ I -  T; \ TO -  T T ' T ; 1 =  E K 1^  -  ^ X 1 '
n=0

sau, echivalent,
OO

T - 1 ~ T - 1 =  ^ [ T - 1^  -  T}\n T~V 
n=l

Folosind submultiplicitatea normei, avem
OO

i r 1 -  Î ; ' I < K ' 1 ! £  « î ' / m  -  n i r  < 
n=l

< IV II £ ( i i v 1 ii • iv» -  n i r  = f z ^ j ^ j ^

C orolarul 5 .4  Grupul multiplicativ Q{A) este un subgrup deschis în A  și 
aplicația T  ।— ► T - 1  pe G(A) este un homeomorfism al lui G^A).
Demonstrație. Cu corolarul precedent, pentru To E G(A), arbitrar fixat, bila 
deschisă B{T0 , ■ L i ) C G(A), deci G(A) este mulțime deschisă în .4. în plus, 
cum
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IIȚ"1 _ < _JlZk_OZ__ZklL- f  R(T 1 1

rezultă că aplicația T  ।— > T -1  ca și inversa sa, sunt continue pe ^(A ).

Observație. Este bine să rescriem aceste rezultate în cazul particular A  = 
B țX ). Ținânad cont că inversabilitatea unui element din algebra B(X) este 
echivalentă cu bijectivitatea operatorului respectiv și că convergența în B(X) 
o implică pe cea punctuală, obținem:

(1) Pentru T  € B{X) cu ||T|| < 1, operatorul I  — T  este bijectiv și pentru 
fiecare y € X,

oo

n=0

(Teorema 5.1).
(2) Fie To G B{X} inversabil. Să considerăm T  G B țX ) cu \\T — To \\ < 

< 1/||TO
- 1 ||. Atunci T  este inversabil, și pentru orice y € X ,

OO

T - 'y  = Q Î7'(T, -  T)|’ T ,-'s
n=0

(Corolarul 5.3).

5.2 Spectru, raza spectrală

5.2.1 Spectru, m ulțim e rezolvantă

Ca și mai înainte A  este o algebră Banach unitară peste K, având unitatea 
A îmi = i-
Definiție. Pentru orice T  G K A, spectrul elementului T, notat cu a(T), este 
mulțimea de numere din K,

a(T) =  p  G A | X I - T ^ Q țA } } .

Complementara în A  a mulțimii cr(T) se numește mulțimea rezolvanta a lui T 
și va fi notata cu p(T\, numerele din p(T) se numesc numere regulate pentru
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T. Aplicația definită pe p(T) cu valori în A, prin

R(T-X) = (XI - T ) ~ '

se numește funcția rezolvanta a elementului T.

Observație. Dacă algebra .4 este reală (K = R), este posibil să existe 
elemente T  în A, cu cr(T) =  0. De exemplu, luând .4 = C(R2 ), elementul

T  f  0  - 1 
\  1 0  /

are spectrul vid. Scopul principal al paragrafului de față este de a demonstra 
că aceasta nu se întâmplă în cazul algebrelor complexe, deci că spectrul 
oricărui element într-o algebra (Banach unitară) complexă este nevid.

Un pas în această direcție este următorul rezultat.
Propoziția 5.5 Pentru orice T  G A, muțimea rezolvanta a lui T, p(T) este 
o submulțime deschisă în C.
Demonstrație. Fie Xo G p(T) și A în C arbitrar. Atunci,

deci, cu Corolarul 5.3, dacă

XI — T  este inversabil, adică A G p(T). Rezultă că

In continuare, A  este o algebră Banach complexă unitară (K  = C), 
.4 /  {0}. Pentru a obține rezultatul anunțat (afT) ^  ^ y T  G A) trebuie 
mai întâi să demonstrăm câteva propoziții preliminare.
Lema 5.6 Pentru orice T  G A, funcția rezolvanta a elementului T  are 
următoarele proprietăți:
(1) R(T;-) este continuă pe p(T)-,
(2) Pentru X, p G p(T),

R(T- X) -  R(T- p) = ( p -  A) R(T- A) R(T; p)
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(ecuația lui Hilbert);
(3 ) R(T\ •) este o funcție olomorfă pe p(T)-,
« )  lim B(T; A) =  0.

|A|— oo

Demonstrație. (1) rezultă din continuitatea aplicației T  ।— > T - 1  (Corolarul
5. 4) ținând cont de definiția funcției R(T; ■).

(2) rezultă din următorul scurt calcul, înmulțind la dreapta cu R (T; p) :

I  = (p i -  T} R(T- p) = [(p -  X)I + X I - T ]  R(T- p) =

= ( p - X )  R(T- p) + (XI -  T) R(T- p).

(3) Pentru Xo G p(T) arbitrar, cu (1), (2), avem

R(T\ X) — R(T\ Xo ) . . . . 2hm —1---- (----- ----------  = hm -  R (T ; A) R (T ; Xo ) = - R ( T ; Ao)

ceea ce arată că R(T\ ■) este olomorfă pe p(T).
(4) Fie A € p(T) astfel încât |A| > ||T||; cum ||T /  A|| < 1, conform

Teoremei 5.1, există (I — y ) - 1  și

sau, echivalent, (XI — T) E Q(A) și

Estimând norma lui (XI — T ^ 1 rezultă că

00 1|S(T,A)II = II ( ^  -  O '*  II < E  E î 1
A

1 1 1

pentru |A| —> oo, deci (4) este demonstrată.
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Din demonstrația de mai sus rezultă și următoarea consecință.
Corolarul 5.7 1) a(T) C B(0, ||T||);
2) Pentru VXE C cu |A| > ||T||,

00

(A /-  T )"1 =  £  ^
n=0 A

Lema 5.8 (Teorema Liouville în algebre Banach) Fie OțD, A) spațiul funcți-
O

ilor olomorfe definite pe D = D C C cu valori în A. Atunci,
1) Pentru orice x E O țD ,A ) și f  E A*, funcția f o x  este în O (D ,C f
2) Orice funcție mărginită x E O{C,A) (funcție analitică întreagă) este 
constantă.
Demonstrație. 1) Fie f  E A*, x E O(D, A) și Xo E D, deci există un element 
x'țX0) în A, astfel încât

r(A) -  x(Xo) 
A -A o ‘

( f  ° x)(X) -  (J o x)(Xo) 7  f
-------- 7--- 7------------f{X (Xo )) = f

II ^(A) — x(Ao) ,

Rezultă că /  o x € O(D, C) și în plus ( /  o i)'(A o) =  f(x '(X o).
2) Fie x E O(C,A), ||i(A)|| < M ,V X E C și f  arbitrară în A*. Cum

ll(/M (A )H  <11/11 lk(A)|| < M ||/ ||,

avem că, f  o x  este o funcție olornorfă pe C mărginită, deci, cu Teorema lui 
Liouville, f o x  este constantă, { f  o i)(A) — ( /  o i)(0), VA e C. Prin urmare, 
pentru orice A arbitrar în C, f{x{X} — i(0)) =  0, V/ G A*. Atunci, conform 
Corolarului 3.9, i(A) — i(0) = 0, VA e C, adică x este constantă pe C .
Teorema 5.9 Spectrul oricărui element al unei algebre Banach complexe 
unitare, este o mulțime de numere complexe nevidă compactă.
Demonstrație. Fie T  E A. Conform Propoziției 5.5, pțT) este deschisă și 
din Corolarul 5.7, ațT) C B(0, HTH). Prin urmare, complementara mulțimii 
p(T) în C, a(T) este închisă, și cum este și mărginită, este compactă în C. 
Să presupunem prin absurd că oțT} =  0. Atunci, funcția rezolvanta a lui T 
este o funcție analitică întreagă (este mărginită deoarece hm R(T', A) =  0);|Ă|-»X
utilizând lema precedentă, concluzionăm că RIT', •) este constantă, deci, cum 
Urnita acestei funcții la oo este zero, R (T ; A) =  0, VA G C. Atunci,

I  = R(T-, X}-'R(T-, X) = 0,
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ceea ce este în contradicție c u X /  {0}.
O consecință imediată a teoremei de mai sus este următorul rezultat, 

cunoscut sub numele de Teorema Gelfand-Mazur.
Corolarul 5.10 Fie A  algebră Banach complexă unitară care este corp 
(£(.4) = 4 \W ) -  Atunci A  este izometric izomorfă cu C.
Demonstrație. Pentru T  arbitrar în A, cum spectrul său este nevid, 3A G C 
astfel încât XI — T  nu este inversabil. Rezultă c& XI — T  =  0, adică T  = XI. 
în plus, ||T|| =  ||A/|| =  |A|.
Propoziția 5.11. Fie T  în A  astfel încât 0 £ cr(T) (T  inversabil). Atunci

Demonstrație. Fie A G <jțT~x} (în mod necesar A ^  0). Atunci, XI — T~ x ^ 
G(A) o  I -  \T ~ ' ^  QțA) o  T ~ \T  -  { I)  ^  Q(A) & T - { I ț  G(A), deci 
X I - T ^ G ( A ) .

5.2.2 Raza spectrală
Lema următoare este utilă pentru definirea noțiunii de rază spectrală. 
Lema 5.12 Fie A  algebră unitară înzestrată cu o normă submultiplicativă. 
Atunci, pentru orice T  E. A, există

lim r i l ^ i n f l i r ^ 
n— n>l

Demonstrație. Fie m > 1 număr natural fixat și n > 1, arbitrar în N. 
Atunci, aplicând Teorema împărțirii cu rest, există numerele naturale q{n}, 
r(n) astfel încât

n = mq(n) + r(n)și 0 < rțn) < m  — 1.

Rezultă că
h m  = Oși lim ------ = —. 

n-»oo n --------n—»oo n m
Țînând cont că norma este submultiplicativă, avem

r n !  < i r i " i iT i i !? l

deci
lim su p ||r ||^  < l i m s u p l ^ | | ^ | |T | | ^  = 

n n
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= IIT̂ Î ^ IITII— = un™-
Rezultă că

l i m s u p i i r ^  <  i r f r u s 
n m>l

inegalitate care, împreună cu

in f l i r i l "  < lim inf H T l" 
n>l n

arată că 3 lim ||Tn ||" = inf ||T'n ||n. 
n—»oo n>l

D efin iție . Fie A  algebră Banach complexă unitară și T  6 A. Se numește 
raza spectrală a lui T (notată cu ||T ||a ), numărul

||T ||a =  l i m l i r i ^ . 
n-»oo

L em a 5.13 Pentru orice X € C astfel încât |A| > ||T||a  seria ^ n> 0 ^ T n 
este convergentă.
Demonstrație, folosind Teorema Cauchy-Hadamard (privind seriile de pu­
teri), rezultă că seria ^2n > 0  ||Tn || zn  converge pentru fiecare z cu proprietatea

linisupUT"^ ll^lla 
n

Deoarece pentru orice A, cu |A| > ||T||ff, avem 0 <  ^  < iiTiT’ concluzionam 
că seria ^ n > 0  11̂ 7̂ *11 converge. Deci, seria ^ n > 0  j^ T 71 este absolut conver­
gentă, și prin urmare, A  fiind Banach, convergentă.

O bservație. Deoarece pentru A, cu |A| > ||T ||ff seria ^ n > 0  -^T n  este con­
vergentă, rezultă că pentru VA G C, cu |A| > HTI^, lim ~^Tn =  0.

Următorul rezultat arată că raza spectrală este cel mai mic număr pozitiv 
cu proprietatea că (r{T} C ^(0, r).
T eorem a 5.14 Fie T  un element al algebrei Banach complexe unitare A. 
Atunci,
1) Orice A G C cu |A| > ||T ||j se află în p(T) și

0 0 m n

n=0 A
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2) Pentru raza spectrală a lui T  are loc egalitatea:

\\T\\a = sup |A|. 
Ae<r(T)

Demonstrație. 1) Conform lemei precedente, dacă |A| > ||T ||ff, seria ^ n > 0  ^ T n 
este convergentă. Notând, pentru orice număr natural n > 1,

avem

Prin urmare,

Rezultă că elementul AI — T  este inversabil, adică A € p(T) și

0 0  rpn 
( A 7 - T ) - ' = £ — 

n=0 Â

2) Din 1), obținem că oțT} C fî(0, ||T ||CT). Arătăm acum că pentru orice 
r > 0, IITUa < sup |A| + r. Pentru aceasta, notând cu ( r  = sup |A| + r, 

xealr) xea(T)
observăm că ( r  ^ cr(T). Deci, ( r  6 pțT) și există R (T;^ r ) = ( ț r I — T ) - 1 . Pe 
de altă parte, pentru orice A, cu |A| > ||T ||a , R(T;A) = E ^ o j F 1 ^ 1' Din 
unicitatea dezvoltării în serie Laurent, rezultă că

prin urmare

lim 
n-»oo

= 0.

Atunci, putem concluziona că UT"!!" < £r  (pentru n suficient de mare), adică 
F ila  < C  > c e e a  c e  încheie demonstrația.
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5.2.3 Spectru în algebre involutive
Ca și mai înainte A  este o algebră Banach complexă imitară.

D efin iție . O involuție este o aplicație T  ।— > T* din .4 în .4 având urmă­
toarele proprietăți:
1) (aT  + (3Sy = ă T  + (3S*, ^ T ,S  E A ,a,/3  E C-, 
^  y r s y  = S * T \ ^ T , S E A\
3) T ”  = T, ^ T E A.
Involuțiile care apar în mod natural în algebre Banach sunt izometrice, adică
i m  =  i m v T G .4 .

D efin iție . O algebră Banach A  dotată cu o involuție se numește algebră 
Banach involutivă. Dacă involuția este izometrică și

| |T r | |  =  ||T||2 , ^ T E A,

algebra .4 se numește C*—algebră.

O bservații. 1) în orice algebră unitară involutivă, I* = I.
2) Dacă T  E G(A), un calcul simplu arată că T* E G^A} și că (T*) 1 =

Notăm, că algebra operatorilor liniari și mărginiți pe un spațiu Hilbert 
X , B(X) este o C*—algebră, unde T* este în mod evident adjunctul opera­
torului T. Terminologia din această algebră este preluată parțial în algebre 
involutive generale, așa cum se observă în definiția următoare.

D efin iție . Fie 4  o algebră unitară involutivă. Spunem că elementul T  € A 
este normal dacă TT* = T*T. Un element U E A  se numește unitar dacă 
UU* = U”U = I. Un element» 4  6 .4 este autoadjunct dacă A* = 4. O 
proiecție este un element P E A  astfel încât P 2 = P.
T eorem a 5.15 Fie A  o algebră unitară involutivă. Atunci, pentru orice T  E 
A

■7(7-) = {A I A 6 a(T)}.

Demonstrație. Ținând cont de a doua observație de mai sus, avem A G 
ațT*) & X I - T *  E QțA) o  țXI -  T*)* = X I - T E Q țA ^ X  G ațT).
T eorem a 5.16 Fie A  o C* —algebră. Atunci,
1) Dacă U E A, U unitar, ațU) C {A G C | |A| =  1};
2) Dacă A E A, A autoadjunct, a(A) C R-,
3) Pentru orice T  E A, T  normal, \\T\\a = \\T\\.
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Demonstrație. 1) Dacă U este unitar, ||[/|| = ||[/*|| =  1. Rezultă că cr(U) 
C B (0 ,1), deci dacă A € o\U), |A| < 1. Pe de altă parte, deoarece U* = U ~\ 
o{U*) =  {1/A | A G cr(t7)} C B(0, 1) și, prin urmare, pentru orice A G J ([/), 
j j i < l ^ | A | > l .  Concluzionăm, că ațU) C {A G C | |A| = 1}.

2) Să notăm mai întâi că pentru orice a E C, a(T + a l)  = a(T) + a. Cu 
aceasta, avem că dacă a + ta G ațT) (a, b G R), atunci, pentru r e R  arbitrar, 
numărul complex a+bi+ri se află în a(T)+ ri = a(T+ riI) C B(0, \\T+riI\\). 
Avem că,

|a  +  W +  H |2 < ||T +  H /||2 =  \\țT + riI){T  + riI)*\\ = \\T2 - r 2I\\ < ||T ||2 +  r 2

deci,
26r < ||T ||2 -  a2 , ^r  G R,

ceea ce atrage după sine b =  0.
3) Dacă T  este normal, am arătat (în demonstrația Propoziției 4.12) că 

IJT’’2" ||2̂  =  ||T||, Vn G N  și deoarece ||T,2"||2^ ^  ||T’||(T, totul este clar.
Țînând cont că B(X) (unde X  este spațiu Hilbert) este o C*—algebră, 

toate rezultatele de mai sus pot fi transcrise pentru operatori liniari și con­
tinui pe spații Hilbert:
Teorema 5.17 Fie X  spațiu Hilbert. Atunci,
1) ^ T  G B{X), cr(T) /  0; o-(T) este o mulțime compactă conținută în 
B ^ \ \ T \ \ , \
2) ^ T  G B (X ), p(T) este o mulțime deschisă în C\
3) Dacă 0 ^ a(T), j ț r 1) = {A | A G a(T)}-
4) « ( T )  =  {Ă | A e  a(T)};
5) Pentru orice operator unitar U, c(U) C {AGC | ]A| =  1};
6) Pentru orice A operator autoadjunct, cr(T) C R',
7) Dacă T  este normal, \\T\\a =  ||T||.

5.3 Spectru punctual. Proprietăți spectrale 
ale operatorilor autoadjuncți

In această secțiune X  este spațiu Hilbert peste corpul K  = R, C.
Definiție. Pentru orice T  G B(X), spectrul punctual al lui T, ap țT), este 
mulțimea

ap {T) =  { A e K  | A I - T n u  este injectiv}.
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în mod evident o'p (T) este conținut în (j(T), ^ ( T )  C cr(TY Din definiție 
observăm că A C crp (7”'), dacă și numai dacă există x ^  0 astfel încât (A/ — 
T)x  =  0, sau, echivalent, subspațiul Ker (XI — T) ^  {0}. Un număr A în 
ap (T) se numește valoare proprie a lui T, iar elementele nenule din 
Ker (A/ — T) se numesc vectori proprii corespunzători valorii proprii A.

O bservație. Dacă X  = K n , cum pe spații liniare finit dimensionale un o­
perator liniar este injectiv dacă și numai dacă este bijectiv, rezultă că, pentru 
orice T  G £ (K n Y Op(T) = a(TY  în plus, A G o-(T), dacă și numai dacă 
det (ĂI — T) = 0, adică A este rădăcină a acestei ecuații algebrice.
L em a 5.18 Fie (An )n un șir de valori proprii diferite două căte două, An ^ 
Am , Vm ^  n și xn  € Ker(An 7 — T)\{0}, Vn G N . Atunci, mulțimea formată 
din termenii șirului (xn )n este liniar independentă.
Demonstrație. Demonstrăm prin inducție. Pentru n =  1, cum orice element 
nenul formează el însuși o mulțime liniar independentă, afirmația este dove­
dită. Să presupunem că ea este adevărată pentru orice număr natural n. Fie 
An + i o valoare proprie, An+1 ^  Am , Vm -- 1,2, ...n și xn + i G Ker(An + i /  — T). 
Dacă mulțimea {11,12, ■ ■•, ^n+i} ar fi liniar dependentă, ar exista Oi, 02, • <̂n 
(nu toți zero) astfel încât

n
•E n+l ^ ^ a j l l t , 

fc=l

deci, T^n+i) =  E L i a ^ ( r J .  adică
n 

^ n + i r n + 1  =  ^ ^ f c A j r i j . 

k = l

Combinând aceste două relații, rezultă că
n

^ ^ ® f c ( A n + l  X £)X fc  =  0 , 

k = l

egalitate în care nu toți coeficienții sunt zero, ceea ce înseamnă că muțimea 
{11,12, ■■■•.̂ n} este liniar dependentă (contradicție).

O bservație. Dacă (An )n  este un șir de valori proprii astfel încât An  /  Am , 
Vm 7̂  n și xn  G Ker(An /  — T)\{0}, Vn G N, să notăm, pentru orice număr 
natural n arbitrar fixat cu X n  subspațiul liniar generat de { ii, X2, -., xn }. Cu 
lema precedentă rezultă imediat că Vn G N, X n este strict conținut în Xn + i.
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Rezultatele de mai jos se referă la operatori T  autoadjuncți, T  = T*.
Propoziția 5.19 Fie T  operator autoadjunct pe spațiul Hilbert X. Spectrul 
punctual al lui T, ap (T) este conținut în intervalul [mr, MT]> ^ , pentru orice 
X, p E cr^T), X ^  p, subspațiile Ker {XI —T) și Ker {pI — T) sunt ortogonale. 
Demonstrație. Pentru A € erP{T), 3^ ^  0, astfel încât

A < x , i  >=< T x ,x  > .

Atunci,
< T x ,x  > 
mx <  m f ---------- 

x/0 < x ,x  >
< A <

< Tx, x > 
sup------------ 
i^O < <T, *̂ >

— MT

Acum, dacă x G Ker {XI — T) și y E Ker {pi — T) avem

X < x ,y  >=< Xx,y >=< T x ,y  >—< x ,T y  >=< x ,p y  >= p < x ,y  >,

ceea ce arată, deoarece X ^  p, c& < x ,y  > =  0. Am justificat deci că 
Ker ( A f - T ) lK e r  ^ I ~ T ) .
Propoziția 5.20 Fie T  operatorauțoadjunct pe spațiul Hilbert X . Atunci, 
X € crp {T) dacă și numai dacă {XI — T){X ) ^  X.
Demonstrație. Pentru A în ap {T), Ker {XI — T ) ^  {0} sau, echivalent, 
Ker {XI—T )1- X . Deoarece Ker {XI—Ty~ = {XI — T)*{X )  și X I—T  autoad-
junct, rezultă că {XI — T){X) ^  X. Reciproc, deoarece {XI — T){X) /  X, 
^x o ^  0, x o e {XI — T y X ) 1  = Ker {XI — T)* =  Ker {XI — T). Prin urmare 
Xx0 = T x o , adică A G &P{T). Cum știm că ap {T} C R, avem A = A G op {T).

Observație. Dacă T  G 3{X}, spectrul rezidual al lui T  este definit prin

a r {T) = {X e K  \ XI -  T  este injectiv și {XI — T){X) X }.

Propoziția precedentă arată că dacă T  este autoadjunct, atunci spectrul său 
rezidual este vid.
Propoziția 5.21 Fie T  operator autoadjunct pe spațiul Hilbert X . Atunci, 
X G p{T) dacă și numai dacă există p > 0 astfel încât \\{XI — T)x\\ > p\\x\\, 
Mx G X.
Demonstrație. Să presupunem că A G p {T \ adică există {XI — T Y 1 £ B(X). 
Cum XI — T  este mărginit, BM > 0 astfel încât

||(A Z -T )z || < M ||z||, M x e X .
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Punând aici x = (Al — T) }y, obținem

H M  < II(AZ -  7 » | ,  Vz e X, (unde p = ^ ) .

Reciproc, dacă există ^ > 0 astfel încât ||(AJ —T)z|| > g ||i ||, Vz 6 X, XI —T 
este injectiv. Atunci, A ^ v P(T), și, conform Propoziției 5.20, (XI — T )(X ) = 
X. Rezultă că pentru orice y e X , 3(zn )n C X  astfel încât yn  =  Azn  — T x n 
— ► y. Prin urmare,

| |^ n  ^ m | |  ^  | |î /n  J/m||>

deci (zn )n  este șir Cauchy, ceea ce înseamnă, deoarece X  este complet, că 
3z =  lim x n . Concluzionăm că y = Xx — Tx. Am dovedit că, XI — T  este n
surjectiv, și cum el este și injectiv, este inversabil.

O consecință imediată a acestei teoreme este următorul corolar.
C orolarul 5.22 Fie T  operator autoadjunct pe spațiul Hilbert X . Atunci, 
A € ofT) dacă și numai dacă există un șir (xn }n , cu ||zn || =  1 astfel încât 
Xxn -  T x n ™  0. -
P r o p o z iția  5.23 Orice operator autoadjunct T  are spectrul conținut în in­
tervalul [mr, MT ] și m r, MT se află în cr(T). 1

Demonstrație. Să presupunem mai întâi că A < mT, adică m^ — A > 0. Cum 
pentru orice z arbitrar în X avem

< (T — X I)x,x >=< T x ,x  > —X < x ,x  >> (mT — A)||z||2 , 

rezultă câ T  — X Ie  A + (X). Atunci, cu inegalitatea Cauchy-Schwarz obținem

||(T -A Z )z ||- ||z || > < T - X I ) x ,x > >  (mT -A ) ||z ||2 , Vz e X,

și folosind Propoziția 5.21, A G P(T).
Similar, dacă A > MT, adică A — MT > 0, operatorul XI — T  este pozitiv, 

deoarece

< (XI — T)x, x >= X < x, x > — < Tx, x >>  (A — AZr)||z||2

și, cu același argument ca mai înainte, obținem

| |(AZ -  T)z|| • ||z|| > <  (XI -  T )x ,x  >> (A -  MT )||z ||2 , Vz e  X,
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deci A € p(T)-
Am demonstrat până acum că a(T) C [mr, M T ]. Mai departe să justi­

ficăm că m/p € ^(T). Deoarece mT = inf < T x ,x  >, există un șir (xn )n , 

cu ||r n || =  1 astfel încât < T x n ,x n  >— ► m T , când n —> oo. Dacă verificăm 
că (m r l — T)x n  "—̂  Q, c u  Corolarul 5.22, rezultă TTIT € CT(T'). în următorul 
calcul se folosește inegalitatea Cauchy-Schwarz generalizată corespunzătoare 
operatorului pozitiv T  — mTl- Atunci,

IKT -  m r/jin ll4 = <  (T -  m r l)x n , (T  -  m T I)x n  >2<

< <  (T -  m T I ) z n , xn > ■ < (T -  m rr)2x n , (T -  m T I)x n  ><

<< (T -  m T I ) z n , x n  > -||T -  mT / || • ||(T -  mT Z)xn ||2 ,

ceea ce, ținând cont că < (T — m T l)zn , x n  > - ^  0, arată că șirul ( (m r l— 
—T )x n )n  converge la zero.

Similar, M T  G <Z (T).
Observație. Cu această propoziție, rezultă că dacă T  este operator autoad- 
junct pozitiv, spectrul lui T  și deci și spectrul punctual conțin numai numere 
pozitive.

5.4 Proprietăți spectrale ale operatorilor 
compacți și autoadjuncți

Pentru a obține o descriere completă a spectrului operatorilor compacți și 
autoadjuncți pe spații Hilbert, vom demonstra mai întâi un rezultat privind 
spectrul operatorilor compacți definiți pe spații Hilbert. Menționăm însă 
că următoarea propoziție rămâne adevărată și dacă X  este numai spațiu 
Banach.
Propoziția 5.24 Dacă T  este un operator compact pe spațiul Hilbert X , 
spectrul punctual al lui T, o-p (T) este o mulțime cel mult numărabilă, având 
ca unic posibil punct de acumulare pe zero.
Demonstrație. Să presupunem că există un punct de acumulare nenul al 
spectrului punctual al operatorului T, fie acesta A„ /  0. Atunci, 3(An )n  C 
cTpțT), An  ^  Am , An  —̂—> Ao . Fie țxn )n  un șir de vectori proprii corespunzători 
valorilor (An )n , xn  6 Ker {Xn I  — T ^V n . Să notăm cu X n subspațiul liniar al 
lui X  generat de { z ; ,^ ,  -^Zn}. Este clar că X n  este închis (pentru că este 
finit dimensional) și că X n  strict inclus în Xn +b Pentru fiecare număr natural
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n, cum X n ^  C X n , cu Teorema Proiecției, obținem că există x^ G A nA X ^p 
||I °|| =  1. Prin urmare, pentru orice x G Xn _i,

K  -   ̂II2 =< < - r ^ - x  >= ||x° II2-  < < , X ,o > +IM 2 =
=  K I I 2  +  M 2 > M 2  =  i -

deci ||i°  - 1|| > 1, Vi G Xn _b
Acum, să considerăm șirul (y -i^ n , care, deoarece An  — ► Ăo ^  0, este 

mărginit. Vom arăta că șirul (T (y-i°))n  nu conține subșiruri convergente, 
într-adevăr, pentru orice n, i°  G Xn , deci,

^n = £ a * i t , (a t G K), 
fc=i

ceea ce implică
n—1 

®n^n =  -̂ n ^   ̂^k^ki
*=1

și aplicând T, n 
Tx°n  = ^ a k Xk Xk- 

k=i
Rezultă că

. ^k . ^k ~t” “ n ln .

Atunci, pentru un element arbitrar x G Xn _i, obținem

HT- ^ - ^ I I  =  H ^ a f e ^ X f c  +  a n X n - x l l  = 
n  k = l n

=  I l E ^ r ^  +  ^ - E ^ k - ^ l l  =  l l ^ - E a ^ i - ^ z k  +  z ) ! !  >  i , 

k = l  n  fc=l k = l  n

deoarece £ ^ }  a ^ l  -  ^ ) ik  + z G Xn _b  Ținând cont că y ^ T x ^  G Xn _b 
punând în formula de mai sus x ^  î±-^Tx°n _1 , rezultă că

II V-Tx» -  ^ - T ^ - J I  > 1,
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și cum pentru m < n — 1, X m  este conținut în Xn - i , avem

l l ^ - r <  -  1 T4| > i, 
^n ^m

ceea ce arată că (T (y-i°))n  nu are subșiruri convergente (contradicție cu 
faptul că operatorul T  este compact).

în consecință, am dovedit că dacă spectrul punctual al lui T are im punct 
de acumulare, acesta nu poate fi decât zero. Mai departe, observăm că

c  a(T) c  B(0, ||r ||)  =  U<A e  K  I ^ F I I  < 1*1 < ^ I T O l M 
n=l

deci,

^ m  c  U M  e ^ m  I —L jiir ii  <  |A| < i ||T ||} |J{ 0 } 
n=l

Fiecare mulțime {A G op {T} | ^ | |T | |  < |A| < ^ |T ||} , (n G N), este finită 
(în caz contrar, dacă ar fi nevidă, ar fi infinită și mărginită, deci ar avea un 
punct de acumulare, în mod necesar nenul, ceea ce contrazice prima parte 
a demonstarției). Concluzionăm că crp (T), fiind conținut într-o reuniune 
numărabilă de mulțimi finite, deci într-o mulțime (cel mult) numărabilă, este 
el însuși o mulțime (cel mult) numărabilă.
Propoziția 5.25 Fie T  operator compact și autoadjunct pe spațiul Hilbert 
X . Atunci, fiecare A e o^T), X ^  0 se află în crp (T), deci ap (T) C a(T) C 
< ) U { 0 } .
Demonstrație. Pentru A G cr(T), A /  0 există un șir (rn )n , | | i n || =  1 astfel 
încât Xxn  — T x n  —  ̂ 0. Deoarece T  este compact, șirul (rn )n  conține im 
subșir (zn ')n ' astfel încât (Txn ')n > este convergent. Atunci,

^n' =  J ( A l n' - T Xn ') + y T x n>'

converge. Fie x  limita sa. Cum ||zn ' || =  1 rezultă că z /  0 și, deoarece 
Xxn ’— T x n ' 0, obținem că Xx = Tx, adică A G aP(T}.

Observație. Cum spectrul oricărui operator compact definit pe un spațiu 
de dimensiune infinită conține numărul zero, teorema precedentă ne asigură 
că dacă X  este spațiu Hilbert de dimensiune infinită și T G JC(X) D A {X ),
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Corolarul 5.26 Orice operator compact și autoadjunct nenul pe un spațiu 
Hilbert, T  ^  0, are cel puțin o valoare proprie nenulă (3 A 7̂  0, A € ap (T y . 
Demonstrație. Deoarece T  ^  0, \\T\\ =  max(|m^|, \MT \) /  0, deci cel puțin 
unul dintre numerele m T , MT este diferit de zero. Conform Propoziției 5.23, 
m r, MT € cr(T'), care, cu propoziția precedentă este conținut în ap (T) U (0). 
Prin urmare, există A 6 (rp (T), A 7̂  0 (A este oricare dintre numerele m r, 
MT , CU condiția ca acesta să fie nenul).
Propoziția 5.27 Dacă T  este operator compact, pentru orice valoare proprie 
nenulă, A ^O , subspațiul vectorilor proprii corespunzători lui A, Ker (X I—T) 
are dimensiune finită.
Demonstrație. Dacă A 7̂  0, Ker (XI —T) =  Ker (I — ^T). Să notăm Ti = ^T 
și Ni subspațiul închis Ker (I — Ti). Este clar că operatorul Ti este compact 
și că Ti(Ni) C Ni. Dacă Bi este bila unitate în N i,T i(B i) = Bi. Deoarece 
Bi este mărginită în X , Ti(Bi) = Bi este relativ compactă în X , deci în Ni. 
Deoarece bila unitate a spațiului liniar Ni este relativ compactă, rezultă că 
Ni este finit dimensional.

Vom prezenta acum imul dintre rezultatele fundamentale ale acestei secți­
uni, care realizează o descriere completă a spectrului unui operator compact 
și autoadjunct definit pe un spațiu Hilbert.
Teorema 5.28 (Teorema Riesz-Schauder) Fie T  operator compact și au­
toadjunct pe spațiul Hilbert X . Atunci, spectrul lui T, a(T) este o mulțime 
numărabilă, cu zero singurul posibil punct de acumulare; orice element nenul 
A E ^(T) este o valoare proprie de multiplicitate finită (adică, subspațiul vec­
torilor proprii corespunzători lui A, Ker (XI — T) are dimensiune finită). 
Demonstrație. Totul rezultă din Propozițiile 5.24, 5.25, 5.27.

Următorul rezultat este cunoscut sub numele de alternativa Fredholm . 
Teorema 5.29 Fie T  operator compact și autoadjunct pe spațiul Hilbert X 
și X E K\{0}. Atunci:

1) Dacă X ^  crp (T}, ecuația (XI — T)x = z are soluție unică pentru orice 
zE  X.

2) Dacă X E crp (Ty ecuația (XI — T)x = z are soluții dacă și numai dacă 
z E (K e r țX I - T )^ .
Demonstrație. 1) Fie A 7̂  0, A ^ &P(T}. Conform Propoziției 5.25, A ^ cr(T), 
deci, XI — T  este surjectiv și injectiv, ceea ce înseamnă că pentru orice z E X , 
există un element unic x E X  astfel încât (XI — T)x = z.

2) Fie A E Op(T). în mod evident T(Ker (XI — T)) C Ker (XI — T), 
și, deoarece T  este autoadjunct, T(Ker (XI — T)-1 ) C Ker (XI — T}L . Să

113

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



considerăm Ti restricția operatorului T  la subspațiul Ker (XI — T)-*-, Ti : 
Ker ( X I - T ^  -> Ker ( X I - T ^ .  Dacă A G a(T^, Bx0 0, xo E Ker ( X I - T ^ 
astfel încât T x 0 = Xxo , deci xo G Ker (XI — T) (contradicție). Prin urmare 
A ^ o-(Ti), sau, echivalent, XI — Ti este inversabil pe Ker (XI — T)-1-, ceea 
ce dovedește că 'iz  G (Ker (XI — T))-1-, Sz G (Ker (XI — T )) r  astfel încât 
(XI — T)x = z. Reciproc, dacă ecuația (XI — T)x = z are soluția x  G X, 
avem x =  i i  +  X2 cu Xi G Ker (XI — T), X2 G Ker (XI — T ^ .  Atunci z = 
(AI -  T)(xi + 12) =  (AI -  T)(z2 ) G Ker (XI -  Ty-.

în cele ce urmează, T  este operator compact și autoadjunct pe spațiul 
Hilbert X . Conform Teoremei Riesz-Schauder, mulțimea ap (T)\{0} este o 
mulțime numărabilă nevidă. Prin urmare, ordonând-o, o putem considera 
ca fiind șirul (An )n , în care o valoare proprie se va repeta de un număr de 
ori egal cu multiplicitatea sa (dimensiunea subspațiului liniar al vectorilor 
proprii corespunzător ei). în fiecare astfel de subspațiu vom alege o bază 
ortonormală. Cum, dacă An  /  Am , Ker (An I - T ) l  Ker (Xm I  — T), rezultă că, 
mulțimea formată din toate elementele bazelor ortonormale ale subspațiilor 
de vectori proprii corespunzători șirului de valori proprii (An )n , este un șir 
ortonormal de vectori proprii, fie acesta (rn )n , x n  G Ker (Xn I  — T), 'in G 
N. Odată fixate notațiile, prezentăm teorema de reprezentare spectrală a 
operatorilor compacți și autoadjuncți.
Teorema 5.30 (Teorema Hilbert-Schmidt) Pentru orice x E X ,

n=l

Demonstrație. Să notăm cu Y  subspațiul liniar generat de (xn )n . Demon­
străm că y 1  =  Ker T.

Incluziunea Ker T  C V1  este clară dacă T  este injectiv; în caz contrar, 
0 G crp (T), și deoarece An  /  0, Vn G N, rezultă Ker T ± Ker (Xn I  — T), i n  E 
N, deci, i x  G Ker T  este ortogonal pe Y, adică x E Y 1-.

Pentru incluziunea inversă, notăm mai întâi că, deoarece (xn )n  sunt toți 
vectori proprii, T(Y )  C Y, deci, T  fiind autoadjunct, T ^ Y ^  C K1 . Să con­
siderăm T\ restricția lui T la V-1-, Ti : Y1  —> Y1 . Dacă Ti 0, deoarece Ti 
este compact și autoadjunct pe spațiul Hilbert Y 1 , rezultă, conform Coro­
larului 5.26, că el are o valoare proprie A ^ 0 .  Prin urmare, există x x 6 Y \ 
ZA /  0 astfel încât T x \ = Xx\. Atunci, x \  E Y  Q Y 1 , și deci Y  A Y1  ^  {0} 
(contradicție). Concluzionăm că Ti =  0, adică restricția la Y1  a lui T  este
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operatorul nul, sau echivalent, V1  C Ker T.
Atunci, orice x E X  poate fi scris în mod unic c& x = x o + y, unde x o € 

Ker T  = F 1  șiy  e Y .  în plus, deoarece (xn )n  este o mulțime ortonormală în 
F  astfel încât închiderea spațiului liniar generat de ea coincide cu F , rezultă 
că ( i n )n  este o bază ortonormală pentru spațiul Hilbert F , prin urmare

oo oo

n = l  7 i= l

Atunci,
oo oo

Tx = T (x o + y ^  < x ,x n  > x n ) = T x o + y ^  < x ,x n > T x n = 
n = l  n = l

oo

n = l

O bservații 1. Dacă trp (T)\{0} este infinită, șirul numeric (An )n  converge 

la zero. într-adevăr, în caz contrar, ar exista un subșir al său An ' — > Ao ^ 
0. Deoarece ( i n ')n ', șirul vectorilor proprii corespunzători valorilor (An ') n ,, 
este șir mărginit, el conține un subșir ( in ")n" astfel încât T (x n ") =  An «rrn » 
este convergent. Rezultă că (zn")n " este convergent (contradicție, deoarece 
I k n  — i m | |  =  A/2)- Când X  = K n , crp (T) este finită.

2. Teorema precedentă arată că orice operator compact și autoadjunct pe 
un spațiu Hilbert este diagonalizabil. în cazul particular al spațiului K n , 
rezultă că orice matrice hermitiană este diagonalizabilă (scrierea unei matrici 
în forma descrisă de teorema de mai sus fiind cunoscută sub numele de forma 
canonică Jordan).

115

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 6

Metode numerice pentru rezolvarea 
sistemelor liniare

Fie A ^ £ ( K n )o  matrice, unde K  este corpul numerelor reale sau corpul 
numerelor complexe. Notăm A = (a ^ )^ ,, . Pentru b = ( b ^ ^ ^  & K n , se pune

problema determinării unui vector x = (x, )1<j<n & K n , astfel încât

n ___

(1) Ax = b o  ^ a yXy = ^ J  = h«

Relația (1) se numește sistem de ecuații liniare, determinat de matricea A 
și x se numește soluția sistemului (1).

Metodele de determinare a soluției sistemului (1) se numesc metode de 
rezolvare ale sistemului și se împart în metode directe și metode iterative.

6.1 Metode directe
Metodele directe permit rezolvarea sistemului (1), obținându-se soluția 

exactă a sistemului după un număr finit de operații elementare (adunare, 
înmulțire, împărțire și rădăcină pătrată), efectuate asupra elementelor lui A și b. 
O metodă directă este mai bună cu cât numărul operațiilor elementare folosite 
este mai mic, deoarece aceste operații aduc erori de calcul și de mașină.

Metoda de rezolvare a sistemului (1), cu formulele lui Cramer, nu este 
avantajoasă, deoarece se efectuează un număr mare de operații elementare. 
Numărul total de operații elementare folosit în rezolvarea unui sistem de n
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ecuații și n necunoscute este T = (n + \\n n \-  1), deoarece pentru calculul unui 
determinant sunt necesare (n -l)n ! înmulțiri și n \ - 1 adunări.

6.1 .1 Metoda lui Gauss a eliminării
Metoda lui Gauss a eliminării de rezolvare a sistemului (1), pentru care 

det ^  * 0, constă în transformarea sistemului într-un sistem echivalent, având 
matricea sistemului superior triunghiulară. Transformarea se realizează în n 
pași.

Primul pas constă în eliminarea necunoscutei x ,, din ecuațiile 
sistemului, începând cu a doua, după ce se consideră primă ecuație, ecuația care 
are drept coeficient pentru x,, elementul al cărui modul realizează maximul 
modulelor elementelor din prima coloană a matricii A . Acest element se numește 
pivot, iar linia corespunzătoare în matrice, linie pivot.

După permutarea ecuațiilor sistemului, acesta devine:

(2) A"X = j " u « = („»> ,««  ,bm =<«":,).,,.„. |^:?'|= ™ « h | .
l<7 Sn I

Sistemul (2) se transformă astfel, prima ecuație se împarte cu pivotul 
a ^  * 0 , iar din celelalte ecuații se elimină xr  Obținem astfel un sistem 
echivalent

(3) ^ ^ ^ ' M ^ ^

unde

^ > = 1 ; ^  ^ ^  =0;a<'> = a<°> -  <<0)
a i7  ;> = ^̂

Se permută apoi ecuațiile sistemului, începând cu a doua ecuație, astfel 
încât în matricea asociată sistemului, elementul de pe poziția (2,2), să fie 
elementul al cărui modul realizează maximul modulelor elementelor din prima 
coloană a matricii A {1), începând cu linia a doua.în continuare, se repetă 
procedeul de eliminare a necunoscutei x2 în sistemul format de ultimile n-l 
ecuații ale sistemului (3), a cărui matrice e nesingulară, deoarece avem
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Prin recurență la pasul A > 2 se obține sistemul

(4)

unde 
a ^  = = W - V J  = \ k - \

^ ’ = ^  = ^ . ^  = O ;^ ’ = a ^  -  a ^ ^ U  = k +  \,n +1;/ = k +  \,n

După n pași se obține un sistem echivalent cu (1), având matricea 
superior triunghiulară, A {n)x = b(n ) . Acest sistem se rezolvă, începând cu ultima 
ecuație

('  5/)  x  n = a n'n"+>i ’ ; r<  cn+J -  V Av j -7 n - l , ! ’ .
J=*+l

Observăm că [det^j = l a ^ - . . ^  0 |-

Numărul de operații elementare, folosit la trecerea de la matricea i4(W ) 
la A w  este de n - k  + \ împărțiri, (n - k + \)(n -  k) înmulțiri și 
( n - k  + 1X« -  k) adunări. Numărul total de operații elementare este

n n n 4W
3 +  an 2 _T = ^ ( n  -  ^ +1) + 2 ^ (n -  k + IX»~ k) + 2 ^ ( n - k ) - ------------------

*=i *=i *=i 6

unde 2 ^  ( n - k ) ,  reprezintă numărul operațiilor de adunare și înmulțire folosit 

în rezolvarea sistemului triunghiular.

6.1.2 Metoda Cholesky

Fie A e ^ ( C n ) ,A  = (av ) ^ .
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Teorema 6.1 Sunt echivalente afirmațiile:
(i) Matricea A este autoadjunctă și pozitiv definită în raport cu produsul scalar 
euclidian.
(ii) Matricea A este autoadjunctă și A* >0,k - ],n unde

«ii a ik

A t =
«21 a 2k

a k\ a kk

(iii) Există B G£ (C " ) ,  B matrice inferior triunghiulară, nesingulară astfel 
încât A = BB’ .

Demonstrație, (i) => (ii). Se demonstrează prin recurență după n. Pentru n = 1 
avem (Ax,x^ = a n |x|2 > 0,x * 0. Prin urmare A, = an  > 0. Presupunem

propoziția adevărată pentru matrici de dimensiune n-1. Descompunem matricea

A astfel: A = unde y '= ( a Xn,...,a n_Xn). Matricea An_} este

autoadjunctă. Pentru x = e C n ,x ' G C ^ X ' * 0 avem

{Ax,x^ > 0 => (An_xx ',x '}  > 0.
Prin urmare A este și pozitiv definită. Conform ipotezei de inducție 
At  > 0 ,i  = l , n - l .  Dacă 2 1,...,2 n sunt valorile proprii ale lui A atunci 
An = 2 ] ...An > 0 . (ii) => (iii). Se demonstrează prin inducție completă după n. 
Pentru M = 1 avem B = (b) = (y /â^) . Presupunem propoziția adevărată pentru

matrici de dimensiune n-1. Descompunem matricea A astfel: A = \ n~x , 
< y

unde y ' = (aXn, . . ,a n X n) Matricea A ^  îndeplinește condițiile din ipoteză. 
Există Bn } Gj&(Cn ), inferior triunghiulară, nesingulară, astfel încât

= Bn_ ffn_x . Construim B =
0>

unde x G C  1 . Matricea B satisface
aJ

condiția din enunț dacă demonstrăm că l ^ ^ - y X i ' p O .  Fie
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TA =
a

n n

unde I n_x &a(Cn l ) este matricea identitate. Avem

y  ' 
y ' ^ ' y J . Prin urmare det TA = det An_x (ann - / < / > ' ) >

de unde a,» -  y* An_x~'y = — ^ >  O.
A „-i

(iii) => (i). Avem adevărate relațiile:
A* = (BB*)* = (B*)*B* = BB' = A .

Pentru x G C" ,x O ,^x,x) = (BB*x,x) = |B *I | > O.

Observația 6.2 Descompunerea dată de Teorema 6. 1. nu este unică.

Presupunem că există două descompuneri pentru A în condițiile 
teoremei: A = BB" = CC*. Atunci C~'B = C'(B*)~} . Cum C lB este inferior 
triunghiulară și C ^ B * ) 1 este superior triunghiulară, există D o matrice 
diagonală astfel încât C 'B  = C*(B*)~' = D De aici avem:

B = CD,C* = DB*,B' = D 'C  și Z = DD*.
Prin urmare D este o matrice diagonala:

D = (e t j8 j k ) ^ n ,tj e R , j= \ ,n . 
\<k<n

Observația 6.3 Notând Bk =
^21

0
*22 0

,7 k - \ ,7n ,'  unde Bn este 

b k2

matricea B din Teorema 6. 1., avem

(6)
2 2 _ Ak ,k  = 2 ,n .

Este suficient să observăm că în condițiile Teoremei 6. 1. avem
a

Ak = Bk Bk , unde Ak =
«21

«12

«22

«1*

«2t
,k  = l ,n .

v«*i «*2 «u>
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Atunci
d e t^  = d e tB ,d e tB /o  At  = ^ J 2 ..,\bkk\,k = l,n 

de unde relațiile (6).

Observația 6.4 Elementele unei matrici B din Teorema 6. I. se determină prin 
relațiile:

b n = J ă u ’b j i  ^~ rL J  = 2 ^

bu = Â  - E h  TA  = =2’W
V *=i *=i

Relațiile se obțin prin identificarea elementelor în relația A = B B '.
Observăm că dacă /I e J2(Rn ) , atunci B e £ ( R n ).

Metoda lui Cholesky

Acest algoritm permite rezolvarea unui sistem (1), pentru care matricea 
A este autoadjunctă și pozitiv definită. A rezolva sistemul Ax = b este 
echivalent cu a rezolva două sisteme By = b, B’x = y , unul cu matrice inferior 
triunghiulară, celălat cu matrice superior triunghiulară, unde matricea B este 
dată de Teorema 6.1. Rezolvarea unor astfel de sisteme este directă și implică un 
număr mic de operații elemmentare.

Determinăm numărul de operații elementare necesar în rezolvarea unui 
sistem cu metoda Cholesky.

Numărul de operații elementare folosit în construcția lui B este de n 
.. n (n - l)  , • , _ .radicali, —------  împărțiri, 2_Sn-i + 1)0 - 1 ) înmulțiri și tot atatea adunari.

2 > = 2
n

Pentru rezolvarea sistemului triunghiular avem nevoie de n împărțiri, ^ ( n - i ) 
1=1

înmulțiri și tot atâtea adunări. Numărul total de operații elementare este:

„  n (n - l)  n  A  2n3 +15n2 +nT = n + -^~— ^ + 2 ^ ( n - /  + 0 0 -1 )  + 2n + 4 j ( n - / )  = -------- ---------.
2 6
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6.2 Metode iterative
A rezolva sistemul (1) printr-o metodă iterativă înseamnă a construi un 

șir de vectori (x‘ ) t c F ,  care converge la soluția x e K n a sistemului 
considerat. în același timp este necesar să se evalueze o majorare a erorii 

,k > 0 , pe care o facem când aproximăm x cu x k . O metodă 

iterativă este cu atât mai bună cu cât d k este mai mic.

6.2.1 Metoda Jacobi

Fie B ejQ (C n ), b e C .  Metoda Jacobi este o metodă iterativă de 
rezolvare a sistemului

(8) x - B x  = b.

Pentru x° G Cn considerăm șirul
(9) x k"  = Bxk + b,k> $.

Șirul definit de (9) se numește șirul Jacobi atașat sistemului (8).

Teorema 6. 5 Pentru orice b G C" sistemul (8) are soluție unică z și pentru 
orice x° G Cn șirul (9) converge către z dacă și numai dacă B k 

în condițiile teoremei, eroarea se evaluează prin

o») k - ^ M j '- M - P - 1' ! * 21

a»
unde norma matricilor considerată este norma aplicației liniare, subordonată 
normei vectoriale, folosită în C" .

Demonstrație. Presupunem că pentru orice b ^ C n sistemul (8) are 
soluție unică. Luam b -  0. Sistemul x - B x  = 0 are soluția unică z = 0. Pentru 
orice x° G C” șirul (9) este x k = Bxk '= . ..= B k x ° . Conform ipotezei, 
B kx ° - ^ 0 ,  pentru orice x° G C” . Din Observația 3. (3.3) avem B k ^>0. 
Presupunem acum că B k —> 0. Prin metoda reducerii la absurd presupunem că 
I  -  B este singulară. Există v G C”, v ^ 0, astfel încât (I -  B)v = 0<^>v=Bv.
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Iterând relația avem v = B kv —> O, de unde v = 0. Contradicție. Pentru a arăta 
convergența șirului (9) calculăm

x k - z  = Bxk ' + b - z  = B (x k l -  z)

Iterând relația avem x k z -  B k (x° -  2) —> 0.
Pentru evaluările erorii calculăm

(I -  B)(xk - z )  = x k - B x k + B z - z  = x k - B x k - b  = x k -  x k+'

x k -  z = (I -  B) \ x k - ? +1)

x k -  x ^ ' = B(xk ' - x k ) = ... = B k (x° -  x1)

de unde avem inegalitățile

p  - ^| = | ( / - B y'B (x ‘-' - x ‘ ^ < |^ / - B y ' ||■ M ■ ||r ' - x*-'|

Observația 6.6 Dacă |B | = 7 < 1, Teorema 6. 5. se poate aplica, deoarece 

uBk n < q k —> 0. Evaluările erorii au forma:

<l2> lr‘“4l£A1 lx‘-i ‘‘1Al 

deoarece 111 .11 i-H >-?
Observația 6.7 Fie A & £ ( C n ) , A = (a iJ')l i l i n . Pentru d  eC" considerăm 

sistemul Ax = d . Dacă este îndeplinită relația

(14) - 1,M
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sistemul x  -  Bx = b ,B  = I  -  D ' A ,b -  D  'd , unde D este matricea diagonală a 
lui A, este echivalent cu sistemul Ax -  d  și conform Observației 6.6, sistemului 
i se poate aplicaTeorema 6. 5.

Este suficient să observăm că[[UH  ̂ = = ^ < 1 .(3.1, exemplul 4).

Observația 6.8 Fie A ^ £ ( C n ) , A = (a jJ) ^ l i n . Pentru d  &Cn considerăm
1< j<n

sistemul Ax - d .  Dacă este îndeplinită relația

(15)
1=1

sistemului x -  Bx = d ,B  = I  -  A I) ' ,unde D este matricea diagonală a lui A, 
conform Observației 6.6, sistemului i se poate aplica Teorema 6. 5.

n \a  \

Este suficient să observăm că p ^  = m a x ^ | - q  = q < \  (3.1, exemplul 4). 
i r j  ' '

Soluția z a sistemului Ax = d ,  se obține din soluția z ' a sistemului 
x -  Bx = d ,  prin relația z = D ~ 'z '.

6.2.2 Metoda Gauss-Seidel

Fie B = (b^ ) l s j s „ t jQ ( C n ) , b e C n . Metoda Gauss-Seidel este o metodă 
1< j^n

iterativă de rezolvare a sistemului

Avem

(16) x Bx - b

'  0 0

*2I 0

0 0̂

0 0
Notăm L = b3x b32

b nl

0 0 și R  -  B  L
0 0
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x -B x  = b o x - ( L  + R)x = bc> x - ( l - L y 'R x  = (l - L ) 'b .

Notăm Q = (J -  L) ~'R și c = ( I - L ) 'b .  Metoda Jacobi aplicată 
sistemului x -Q x  = c este metoda Gauss-Seidel. Șirul Jacobi în această situație 
este

(17) x k = Qxk ' + c ,k> l  cu x° G C".

Pe componente acest șir se scrie

ci») = I M ; + s v r  + A = i ^
7=1 A'

Notăm

(19) < 7 i= 2 > 4 fc  = ă ^ k + W  ;

A ’ r ’ J=>

Teorema 6.9 Dacă q < 1 atunci pentru orice b e C n sistemul (16) are soluție 
unică z și șirul (17) converge la zpentru orice x° ^ C n . Evaluările erorii sunt 
date de relațiile

Demonstrație. Vom arăta că H^^ <q <1. Apoi se va aplica Observația 6.7.,Fie 
x G C”. Avem

y  = Q x o y  = ( I -  L)~'Rx o  (I -  L)y -  R x o  y -  Ly + Rx.
Ultima relație pe componente are forma:

*  = S M ^ A ^  S M ,  + Z M ?  = 2,«
A l  y=1 i=i

Demonstrăm prin metoda inducției complete că | j l |<  ^ I r ^ , /  = 1,».
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Avem |)'I |^ ^ | \ |^ |^ 7 IH 1, ■ Pentru i fixat, i < n ,  presupunem adevărate
7 = 1

relațiile |y j  < ț , | j r |L j  = 1 . / - I . Apoi

Prin urmare avem H ^r^ = I^L  < <îr||*'||co • Din definiția normei I g ^  < q .

Teorema 6.10 Dacă elementele matricii B satisfac condițiile

(21)

atunci pentru orice b G C ” sistemul (16) are soluție unică z și șirul (17) 
converge la z pentru orice x° e C . Evaluările erorii sunt date de relațiile

Vom considera pentru y° G C" șirul Jacobi

y k+' = B yk + b ,k > 0 .

în condițiile ( 2 1 ) j ‘ —> z și avem evaluările erorii

m » P -1 sMJ'-MP -/"L ̂ l'^Lk-/L**>-
Demonstrație. Vom demonstra prin metoda inducției relațiile q : < \ , i  = l,n .

Avem q } = ^ P y  < 1 • Pentru i fixat, i < n ,  presupunem adevărate relațiile

l̂j < 1 J  = M - 1
Apoi avem:

126

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



J=1 J=' 7=1 j=i

n n i-l
Dacă ^  |^  | = 1 și ^  ̂  | < 1 avem ^  |^  | > O. Prin urmare există 

>=i j=t y=i
j 0 G { 1 , . - 1 } ,  astfel încât b^ ^  0. Atunci avem ’

= Z?i hk +Kko +Î I ^ Î N +Kk ^H H 1- 
J => y=i >=i

Se aplică acum Teorema 6.9. Pentru a doua parte a teoremei vom demonstra 
relația |B " | < ^  . Fie x eC "  și v* = B k x ,k  = \ , n . Demonstrăm prin metoda 

inducției matematice, după k, relația |v*|< g^H xl^j = 1,A,A = l ,n . Avem

n ___
H H  Z K k l  ^ ?JM L • Presupunem acum |v*| < ? J * L  J  = 1 ,M  < n .

Pentru j  = U  + l avem:

^ h .k H j i :M <
5=1 S=j

C u  I H L  ^ l O L  ^ N L  obținem |v‘+ , | < ( J ^ ^  + ^ | ^ | ) H  = 7 J 4 .
S=1 s=j

Prin urmare pentru k = n avem |v"| < ^ H x l^ j  = l,n ,

H s ^ l s< * i M .s«'

Pentru k > n  există p ,r  & N , astfel încât k = np + r . Avem

«*=(B-)’ r , | » V |z r | > | ^ M > '
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de unde ||/î* ||̂  < 7 1 n —> 0. Aplicăm apoi Teorema 6. 5 și obținem rezultatul.

6.2 .3 Metoda relaxării simultane
Considerăm sistemul

(24) Ax = b, A ^ je (C " t ,A = { a l )u l i n ,b sC ~ -b  = (bl ) K ,„ ,
\< j< n

unde A este o matrice autoadjunctă și pozitiv definită.
Fie D o matrice diagonală având pe diagonală elementele matricii A și 

a  e /? \ {0}. Sistemul (24) este echivalent cu

(25) x -  ^ x  = ba

unde Ba ~ I  -  crD~lA,ba -  oD 'b .
Șirul Jacobi atașat sistemului (25) este

(26) x k =B a x k ' +b„,x° &Cn .

Pe componente șirul (26) are forma

(27) x k = ----- ^ a ,jx j '  t O - ^ * ’1 + a - ^ , i  = 1,M
% a ,<

Cu ajutorul produsului scalar euclidian din Cn introducem un nou 
produs scalar (x,y^D = ^Dx,y),x,y e C ”, căruia îi corespunde norma:

l!xL = ̂ (X’X)D ,X •

Teorema 6. 11 Pentru orice x0 e C ”, șirul (26) converge către soluția z a
2 

sistemului (24), dacă și numai dacă Q < a < — , unde A } este cea mai mare

valoare proprie a lui D~} A . Evaluarea erorii este dată de:
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w  P - i ^ P - n ^ P - 4

unde g -  ^max |1 -  CT/l,| iar {A,,...,^^} sunt valoriileproprii ale lui D~XA.

Demonstrație. Observăm că det 4̂ > 0 , deoarece matricea A este autoadjunctă și 
pozitiv definită. Astfel sistemul (24) are soluție unică. Avem

^D~xA x ,y )D = (A x ,y ) = (x ,A y) = { x ,D 'xA y)D , x ,y  e C n

(D ~'AX , X) D  = (A x,x) > 0 ,x  GCn , x ^ 0 .

Prin urmare D~x A este autoadjunctă și pozitiv definită în raport cu 
produsul scalar indexat cu D. Valorile proprii ale lui D~XA le ordonăm astfel 
Â, > . > 2 n > 0 . Există o bază {&],...,»„} a hu C" formată din vectorii proprii 
ai lui D~XA astfel încât {u i ,u j ) D -  S^,D ~XAu^ = ^ u ^ i , )  = l ,n .(Teorema 5. 30, 

Observația 2).
Matricea B a  are ca valori proprii {1 -  aA i ,i = \ ,n } , corespunzătoare 

vectorilor proprii {«,,/ = !,»}. Vom demonstra că |5 ff ||D = ^ .  Pentru 
n

x e C n ,x  = ^ x i ui avem

I M D = (B ^ , B a x ) D = X £ x . ^ { B a uI ,B a uJ ) D = 
>=1 ;=1

= i i x . X J o  - a ^  x i  -  )(«, ,« ; ) D = i o -  <^, ) 2 1^ । < q 2 M 2
D 

I=1 ;=l i=l

Prin urmare ||Ba ||D < ^ .  Dar 11-O-Â J^H B JI ,/ = 1,H , de unde și 
2

q < |B f f | D . Dacă 0 < ct < —  atunci |B f f | D = g < 1 și se aplică Observația 6. 6.

2
Reciproc. Dacă a  < 0 sau a >  —  atunci pentru orice A > 1,
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^ « ^ O - ^ i ) * " , -  Prin urmare ^ w j ^  = |l - f f2 , |*  >1 și ( B ^ ) *  nu 

converge la 0. Conform Teoremei 6. 5, șirul (27) este divergent.

Observația 6. 12 Valoarea proprie A } este greu de calculat. Deoarece

Ă y ^ ^ D 'A ^ ,  putem alege <7 ^ (0 , unde am folosit o normă

operatorialăpentru D  ' A .

Observația 6. 13 Valoarea optimă pentru a , este cea care realizează minimul 
pentru q = ^ o c j l  -  CT2 ( | = max(|l -  oA ,|,|l -  a Z j ) . Această valoare este 

2 Â -  2
cr = ---------- , căreia îi corespunde q = — ------ — .

^ i + ^  ^ i + ^ n

6.2 .4 Metoda relaxării succesive
Considerăm sistemul

(29) Ax = b; A z 2 ( C n ) , A  = { a ^ t^ ^
K j< n

unde A este o matrice autoadjunctă și pozitiv definită. Notăm

'  0 0 0 0' 'au 0 0 o5

f l 21 0 0 0 0 * 2 2 0 0
L = ^31 ^ 3 2 0 0 0 0 0 0

0 0 a n In -} 0
° n 2 ^ n n -} 0> < 0 0 0 a n n )

și R  = A - L - D . Considerăm cr > 0. Sistemul (29) este echivalent cu

(30) * - C a x = d„

unde Ca ^ ( - D  + L) l ( ( - - l ) D - R )  și d a  = ( - D  + L ) 'b . 
a  a  a
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Șirul Jacobi atașat sistemului (30) este

(31) x* = Ca x k ' + d a ,x° &Cn

Pe componente șirul (31) are forma

« 1 1 7 ^  «11

= ( i - o - X 1 ( S « / , ^  + E « y ^ - 1 ) + — = 2,«.
^ i i  /= !  j=i+l ^ i i

Propoziția 6. 14 Pentru orice a  > 0,.raza spectrală a matricii Ca , este mai 

mare sau egală cu |1 -  cr|.

Demonstrație. Fie p  raza spectrală a lui Ca . Dacă x t ,.. . ,x n sunt valorile proprii 
ale lui Ca  avem p ” > |x 1|...|xn | =]detC ff | . Dar

det Ca  = d e t( -D  + L)~' d e t((-  -  1)D - « )  = ( -  det D ) x ( -  -  l)n det D  = (1 -  ct)" 
a  a  a n cr

de unde p  > |1 -  cr|.

Teorema 6. 15 Considerăm o matrice A nesingulară, autoadjunctă, astfel încât 
matricea A se descompune în diferența a două matrici, A = M  -  N , unde M 
este inversabilă și M ' + N  este pozitiv definită. Sunt echivalente:
(i) A pozitiv definită,
(ii) ( M ' N ) k —> 0.

Demonstrație, (i) =>(ii) Introducem un nou produs scalar pe C "cu ajutorul 
matricii ^  și a produsului scalar euclidian {x ,y j = (A x ,y ) ,x ,y  e C n căruia îi 

corespunde norma ||x|^ = ^ x , x ^ A ,x  e C " . Pentru x e C n \ {0} calculăm

||AT'M£  = (A M -'N x ,M ~ 'N x) = (A M ~ \M  -  A )x ,M  \ M  -  A )x) =

= {Ax -  AM~' AX , X  -  AX ^
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Notăm y  -  M  1 Ax și avem '

| w q y r [  = {Ax - A y , x - y )  = (Ax,x) -  (A y,x) -  (A x,y) + {A y ,y ) = 

= IMt ’  (y  ̂W )  -  (M y,y) + {A y,y) = |x|" -  ((A /’ + A/ -  A )y ,y )  =

Prin urmare |A /''A 6t| < 1, care implică (M ~'N )k -> 0.

(ii) => (i). Notăm E = M~XN  . Din ipoteză £* -> 0  și (E *)k -> 0 . Definim 
matricea F  astfel:

F  = A -  E'AE = (M  'A )'(M  + M* -  A)M~'A = (M -'A)*(M * + N ) M 'A .

Matricea F  este autoadjunctă și pozitiv definită, deoarece F  = F* și 
pentru x eC "  \  {0}, j  = M  'Ax * 0 avem {Fx,x^ = ((A/* + N )y ,y }  > 0.

Matricea A se poate scrie astfel A = F + ^  (E*) k FEk + (E *)n AEn .
*=i

Folosim ipoteza A = F  + ̂ ( £ ’) ‘ FEk . Prin urmare, pentru x G C" \ {0}
*=i 

oo ®

{Ax,x) = { F x ,x } ^ { ( E * ) k FEkx,x) = {F x ,x }^ ^ {F E k x ,E k x̂  > 0 . 
*=i t=i

Teorema 6. 16 Pentru orice x0 G C", șirul (31) converge către soluția z  a 
sistemului (29), dacă și numai dacă 0 < cr < 2 . Evaluarea erorii este dată de

unde q = Ĉa Â , norma operatoriala indusă de norma vectorială

IH = ̂ > x)’ieC”-
Pentru 0 < cr < 1 metoda se numește metoda subrelaxării, pentru 

1 < cr < 2 metoda se numește metoda suprarelaxării iar pentru cr = 1 se 
regăsește metoda Gauss-Seidel.
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Demonstrație. Fie 0 < a < 2 .  Folosim pentru început Teorema 6 15. Punem 
M  = - D  + Lși N  = ( - - \ ) D - R .  Atunci M* + N  = ? ^ D  și M ’ + N

. . 2 — a
este pozitiv definită dacă și numai dacă ------- > 0 o  a  e (0,2). Cum

a
Ca = M 'N  avem g = ||Cf f || <1. Aplicăm acum Teorema lui Jacobi și 

Observația 6.6.
Dacă a  ^(0,2), conform Propoziției 6.14, raza spectrală p  a matricii 

Ca , satisface relația p > | l - ( r |> l  și prin urmare (C‘ ) t  nu converge la 0. 

Folosind acum Teorema 6. 5, șirul (31) nu este convergent la soluția z a 
sistemului (29).

6.3 Metode de determinare a valorilor și vectorilor 
proprii

Fie A ^ jQ ( K n ) , o matrice autoadjunctă. Ordonăm valorile proprii 
2 , , 2 2 , . . . ,2 n , ale lu i^ : 2 , > Â2 >...> A n

Propoziția 6. 17 Este adevărată relația

(33) A , = min m ax----- i = l,w

unde Qj este mulțimea subspațiilor lui K" de dimensiune n -  j  + \.

Demonstrație. Fie {»!,...,»„}baza ortonormală a lui K ", formată din vectorii 

proprii ai matricii A (Teorema 5.30, Observația 2). Avem Au, = A tut ,i = l , n . 
Fie M o subspațiul lui K n generat de {uJ ,...,u n }. Pentru x <= M 0 ,x  *  0,

x - ^ t x k u k avem

k J
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Prin urmare max 
X^MQ IiO

demonstrăm că min max
M ^Qj xeM

= 2 ; . Pentru a demonstra propoziția este suficient să

^ - > 2 y . Considerăm M  G Q  și N Q subspațiul

lui generat de {ul ,...,u J } . Avem M r> N 0 ^{Q }. Pentru

x0 & M r> N 0 , XQ = ^ i x°ui avem 
i=i

și mm max
M e Q ( xeM 

x*0

max 
xeM 
x*0

Propoziția 6. 18 Fie A ,B  t J g ( K n ) , doua matricii autoadjuncte. Valorile 
proprii ale lui A sunt 2 1, 2 2 , . . . ,2 n , cu ordonarea următoare 2 , > 2 2 >...> 2 n . 
Valorile proprii ale lui B sunt p x , p 2 ,.. , p n , cu ordonarea următoare 

Bx^ F i^  B n - Atunci

(34) K -^s ikM ^h-H ^i.".
unde norma folosită este orice normă operatorială.

Demonstrație. Considerăm M  e V f ,  x e  M ,x *  0. Avem

{Ax,x^ (BX, X) {(A -  B)X , X} ,  (B y -y } 

^  H
^ - 4

De aici
(B y,y)

max2 ---- F-
W  M

+ K 4

^ S^+H -BV
Se știe că \\A -  B | < | | j  -  5|| pentru orice normă operatorială.

Observația 6.19 Fie A , B e £ ( K n ) ,  A = (ay ) ^ „  și B = ( b * ) ^ , . în

condițiile Propoziției 6. 18 avem:
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(35) |A, -  ^ | <  QL X  K  - ^ j 2 ) 2 J  =

Este suficient să constatăm că este adevărată relația \\A -  5||2 < \\A - B§ , unde 
n  n

HIL =  C  X  k*v P2 e s t e  n o r m a  Erobenius.

6.3.1 Metoda Jacobi

Această metodă determină valorile proprii ale unei matrici A reale, 
simetrice de dimensiune n, printr-un proces recurent. Se folosesc rotații pentru a 
transforma matricea dată în matrici asemenea, matrici care au aceleași valori 
proprii.

Considerăm a ,r  & {\,...,n},o < r și 0 e R .  O rotație de unghi 0 G R 
corespunzătoare lui a,T  este o matrice T^ ^J2{R"), definită astfel

^ = 1  + (cos6> -  I X ^  + £ „  ) -  sin RE^ + sin RETa

unde Ey = ( 8 ^ 8 ^ ^ . Avem det 7„ - 1  și V  = T ^ .
l < p < n

Fie A ^ a ^ ) ^ "  G JQ {Rn ) o matrice simetrică. Construim
1 < j < n

B = T 'A T ^  Dacă notăm B = (bh ) . ^ n ,T_ =(E T elementele lui B se 
\ < j < n  \ < j < n

n  n  _____  _____

calculează din relațiile by = ^ t <̂ ^ \ i a lat ^ , i  = \,n ,j = \,n. Prin calcul direct
* = 1  5^1

avem
b.} =a i}, i * a ,T , j  *<J , T

bJa = b ai =  a ja c °s# + a JT sin R,j * a ,T
bJT = by = -a ja  sinR + ajr  cos0,j * a , T

= a ^  cos2 R + a ^  sin 20 + a„ sin2 0
brr = a rr cos2 R - a ^  sin 20 + a  sin2 0 TT TT UT O U

= brn = a„r cos20+ —(a - a rT„)sin2R.UT TU UT ^ \  TT U U  /

Matricea B este asemenea cu A .
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Notăm p | = ||J - D A  ̂ unde D A este matricea diagonală, care are pe 
diagonală elementele matricii A.

Propoziția 6. 20 In notațiile de mai sus avem

(36)

Demonstrație. Este suficient să observăm relația
B 2 = T ^ A T T ^ A T  = T ^ T  . OT <JT OT OT OT

De aici urma celor două matrici este aceiași. Avem

14’ + î «  = 14’ + 2 X  ®  |«|’ = 14’ + <  - b l , - b l . 
1=1 i = l

Prin calcul direct a 2 +a2 - b 2 -  b2 = 2(b2 - a 2 }, de unde relația (36).

Algoritmul Jacobi

In condițiile de mai sus, dacă alegem 0  astfel încât b^ =0 avem 
|5| < |/4|. Această alegere se poate face astfel:

* an  ; lg20 = — ,|0| <

OCT n  >

Considerațiile teoretice formulate anterior ne conduc la construirea unui 
șir de matrici asemenea

( Ă „ ) m >0> ^ m  = ( a ij ) l < i < n

1 < j< n

A0 = A ;  r  r

unde cr m < T m sunt alese astfel încât |a" = max|a,7 și 0m este ales astfel I CT-r» I i<lS„ I I * m

încât a"*'" 0.
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Teorema 6.21 Fie AI >...> A,, valorile proprii ale matricii A și 

a ” > a "  > ...> a" elementele diagonale ale matricii Am , ordonate după
mărime. Atunci

unde ^  = (1---- ------ ) 2 .
n - n

Demonstrație. Prima parte a inegalității se obține din Observația 6. 19. 
Pentru a doua parte este suficient să observăm că sunt adevărate relațiile

|4 |2 M«2-« > t.
\A ..,\! =\A,\2 - 2 a ^ < \ A ^ H - - ^ - y

De aici avem | 4 |  < q\Am ^\ < ...< q m \A\.

Observația 6.22 Valorile proprii, în condițiile Teoremei 6. 21, se obțin ca limita 
unor șiruri numerice

Â = lim a ^ j  = l,n .
J rn->uo ^

Vom da un exemplu mai jo s  în care valorile proprii se obțin exact.

( a  b c d}

Exemplu. Fie A =
a d 
d  a

o matrice cu elemente reale. Cu ajutorul

\.d c b a j
algoritmului Jacobi, după un număr de cel mult 4 pași se obține o matrice 

diagonală, care pe diagonală are valorile proprii
2 , = a ^ b  + c + d , / ^  = a --b  + c - d , A 3 = a + b - c - d , X 4 = a - b - c  + d .

6.3.2 Metoda Givens

Această metodă urmărește transformarea unei matrici A reale, simetrice,
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de dimensiune n, într-o matrice tridiagonală, asemenea cu A Se folosesc 
transformări ortogonale elementare.

Considerăm indicii a , r e { l , . . . ,n } ,a < r .  O transformare ortogonală
corespunzătoare pozițiilor a ,r  este o matrice Taz e £ ( R n ), definită astfel

Ta r = I + (c - l)(E m  + E rj - s E aT +sE„

unde Ey = {8 h S a \ . ^ n și 52 + c 2 = 1. Avem det T ^ X  și T j  = T^ .
1< p<n

Fie A = (a,J )1<,i „ e jg (R n ), matrice simetrică. Construim B= T jA T m .
\<j<n

Dacă notăm B = ( b ^ ^  , elementele lui B se calculează astfel: 
lsj<n

b̂  = ay ,i * a ,r , j  a ,r
bj a = b^= ca ja  +sa}Z , j * o ,T
bJr= b y =caJ I - s a j a , j ^ a , T
bmOCT  = c2a Oa + 2csa OT + s2a tr

brrr  = c2arr  -  2csaar  + s2aaa„ 

ar = brr„a  = a ar (\  c2 -  s 2 ) + cs\( anTT  -  aa / .

Construim matricea B astfel încât elementul de pe poziția (a  -  1, r) să se
anuleze, b„ = ca . -sa„ , = 0 . Dacă b„ nu este nul este suficient să ’ a - ir  a -Ir  a - l a  a - ir

alegem c, s astfel

(37) c  = =

Pentru a ajunge la o matrice tridiagonală sînt suficiente cel mult 
(H -  1)(M -  2) / 2 de transformări ortogonale, pe care le aplicăm succesiv.

6.3.3 Metoda bisectiei
n ___

Fie P(x) = '£ a ix',a, & R,i = O,n,ao * 0, un polinom de grad n, cu 
r 0

coeficienți reali. Numim șir Sturm atașat polinomului P un șir de polinoame cu 
coeficienți reali {p 0 ,--,p„  }, cu p 0 = P , care satisface condițiile:
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(i) p 0 nu are rădăcini multiple reale,

(ii) Pentru a G R , astfel încât p 0 (a) = O avem signp}(a) = signpu ( a ) ;
(iii) Pentru a  G R , astfel încât p,(a) = O,i = 1 ,/n -l avem p i+l(a )p i_l (a) < 0; 
(iv) Pm n u  a r e  rădăcini reale.

Construim o funcție i:R -+ Z , pe care o numim indice, care asociază 
fiecărui punct a G R , valoarea i (a )care reprezintă numărul variațiilor de semn 
în șirul {p0 (a),. ,p m(a )} . Dacă apar zerouri în șir se înlătură și se numără 
variațiile de semn în șirul de numere rămas.

Propoziția 6.23 Fie p 0 ,...,pm șirul Sturm asociat polinomului P. Numărul 
rădăcinilor reale ale polinomului P în intervalul [a,b) este i(b) - i(a).

Demonstrație. Fie a G R astfel încât p o (a) = O. Atunci p 0 (a)p ,(a) ^  0. Fie 

h> 0, h suficient de mic astfel încât p 0 ,p } nu se anulează pe [a - h,a + h] și 
p 0 nu se anulează pe [ a -h ,a +  h ] \{a } . Variația semnelor primelor două 
polinoame se citește în tablourile următoare

Po (a) > 0 Po (a) <Q

X a - h a  a + h X a - h a a + h

p 0
— 0 + p 0

+ 0 —
Px — — — Px + + +

Când se trece peste o rădăcină a lui p^, apare o variație de semn pe primele 
două locuri în șirul Sturm pe intervalul [ a - h ,a  + h].
Fie a G R astfel încât p t (a) -  0,i -  l ,m - 1. Atunci p i }(a )p^ }(a) <0. Fie 
h> 0, h suficient de mic astfel încât p,_t ,p M  nu se anulează pe [a -  h ,a  + h]
și p, nu se anulează pe [a - h ,a  + h]\ {a } . Variația semnelor primelor două
polinoame se citește în tablourile următoare

X a - h  a a  + h X

P.x — — — P.-x
p, -  0 + P,

P GX + + + P^x

a - h  a  a + h
+ + +
-  0 +
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X a - h  a a  + h

A i — — —

P, + 0 —
PM

+ + +

A-i
P, 

P̂ X

a - h  a  a + h
+  +  +

+  O  -

Numărul variațiilor de semn nu se modifică în tripletul P,-x(t),p i (t),pM (t) 
pentru t e[a  - h ,a  +h], Demonstrația este încheiată dacă observăm că atâta 
timp cât polinoamele din șir nu se anulează indicele este constant, datorită 
continuității funcțiilor polinomiale.

Metoda bisecției

Fie A o matrice tridiagonală, reală și simetrică

Notăm p k (x) = det(^ t -  x lk ),k = l ,n , unde
'a^ b2 0
^2 ^2 ^3

0
<0

0^
o

și I k este matricea identitate de dimensiune k. Observăm că p n este polinomul 
caracteristic al matricii A  între aceste polinoame există relațiile
(3 8 )
unde p 0 (x) = 1.

Teorema 6. 24 Sunt adevărate afirmațiile
(i) Polinomul p k este de grad k și lim p k (x) = ^ , k  = l ,n ;

(ii) Pentru orice a &R, astfel încât p k (a) = 0,k = l , n - 1 avem 
P M (a)P ,-i(a)< 0;
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(iii) Rădăcinilepolinoamelor p k ,k  = \,n sunt reale și distincte-,
(iv) Polinoamele {p„,...,p0 } formează un șir Sturm asociat lui p n ,
(v) Pentru orice a  e R , i(a) este numărul valorilor proprii ale lui A mai mici 
decât a .

Demonstrație.(i) Este suficient să observăm că p k (x) = (-1)* x k +.. +det Ak .
(ii) Rezultă imediat din relația (38).(zzz) Fie x* < x* <...<xk , rădăcinile 
polinomului p k ,k = \ ,n . Vom arăta prin recurență că rădăcinile polinomului p k 
și p k_1 satisfac relația

x* <x*~' < x k < x ^ 1 <...<xk~j < xk .
Demonstrăm afirmația prin inducție matematică. Pentru k = 1 afirmația rezultă 
imediat. Presupunem afirmația adevărată pentru k și demonstrăm pentru H I . 
Avem din relațiile (38)

A +i ( ^ ) A +I( ^ +i) = t i p t - S x ^ p ^ ^ )  < 0 ,j = \ , k - \

PM  (** ) = - t f P t - t â ), PM  O *) = - t f p ^ ( x k ) - 
lim p k (x) = - ^ , k  > 1 lim p k (x) = ( - l ) 1® ^  > 1. x->-® x->+«

Prin urmare există Xj% &(x*,x*+i) astfel încât p M (x*+}) = Q,j = \ , k - \ .  Dar 
lim p k (x) > 0,k > 1, respectiv lim p k (x),k  > 1 are semnul (-1)*. Avem astfel x->-® x->+*
lim p k }(x)p k f  x k ) < 0 și lim p k^ (x )p kkX(xk ) < 0. De aici rezultă că există 

x*+1 e H J i )  Și «H  G(X ‘ ,^°)  astfel încât A +1 (x*+‘) = p*+1 (x ^ 1) = 0. (zv) 
Este suficient să observăm că prima condiție din definiția șirului Sturm este 
îndeplinită. Avem

Pn (x ”) < 0,Pn x (x ") > 0  > Pentni i impar;

Pn (x ”) > °,P„-t (x ") < 0  Pentru i par.
(v) Pentru a< x"  avem i(a )-Q . Folosind acum Propoziția 6.23. obținem 
rezultatul.

Algoritmul bisecției

Vom considera un interval (a0 ,60 )care conține toate valorile proprii ale 
lui A  Spre exemplu a 0 = - ( |p L  + 1),AO = p ^  +1.

Valorile proprii ale lui A sunt x" < x" <...<x" Fie k e {1,. . ,n } .
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Vrem să determinăm valoarea proprie x k . Considerăm D a c ă

/(A ,) < £ - 1  construim a, = ^.x ,bx = b0 . Dacă i(Ă x)>  k  construim 
b} = Ă t ;a t = a 0 . Intervalul (ax ,b} ) conține valoarea proprie x k . Iterând această 
construcție, obținem un șir de intervale { (« ,,i,)}0<,S; c u  proprietățile

i ^  ) < k - l ,  i ^ b ^ k . Notăm Â; t l  = .

Dacă z(2>+1) < £ - 1  vom construi. a j+x = A j+X,b j+X = b} . Dacă i(Â j+ x)>  k  vom 

construi bJ+x = A j+X;a j+X = a j . Intervalul ( a ^ b ^  conține valoarea proprie x" și

Teorem a 6. 25 Fie x  e R ,  valoare proprie pentru matricea A. Definim

unde {px} Xiiin sunt polinoamele definite de relațiile (3 8). 4̂ tund  v = (vx ,...,v n ) 
este vector propriu corespunzător valorii proprii x.

Demonstrație. Este suficient să observăm că v = (Vj,...,vn ) satisface relațiile

( a i - ^ ,  + V 2 = °
V i  + (a 2 - * ) v 2 + V 3 " °

b ^  +  (a , - ^ v , +*,+iv ,+i = 0

V n - l + K " ^
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Capitolul 7

Metode numerice pentru rezolvarea 
sistemelor neliniare

Teoremele care demonstrează existența soluțiilor unor sisteme de ecuații, 
nu conduc în general la obținerea unui algoritm de calculare a acestora.

Fie G o mulțime din 7?”.
Metodele ce urmează permit aproximarea soluțiilor unor sisteme de 

forma:

(1) F { x } ^ Q ,F :G ^ R n .

7.1 Metoda contracției

Fie (E,|| ||) un spațiu normat.
O aplicație g.E  —> Ese numește contracție, dacă există q G (0,1) cz R 

astfel încât

(2) ||g (x )-gC y)||< ^ |x -^ |

pentru orice x,y  G E . Numărul q se numește constanta de contracție.
Observăm că o contracție este o funcție uniform continuă.

Teorema 7.1 (Principiul contracțiilor). Fie (E,^ ||) un spațiu Banach și 
g.E ^  E o contracție cu constanta de contracție q. Atunci:
(i) Există și este unic z ^ E , astfel încât g(z) = z .
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(ii) Pentru orice x° e E ,  șirul (x ‘ ) i y ) , definit p r in x k^  = g (x k ),k  > O este 
convergent la z.
(iii) Pentru orice k  > 1 avem

Demonstrație, (i), (ii). Vom arăta că șirul (x ‘ ) i a )  este șir Cauchy. Din 
proprietatea contracției avem

II** -  * ' | |= i|g(**_ i) -  £(*'■’) | ^ + * ■ ’ -  i W h  ^  M ^  i •

De aici prin recurență avem

||**+I - x * H | r *  - r - H ^ p -  - x - | | <  , < ^ p  - x ° | | , * > l 

(x*^ - x ‘ ||<  ||x‘t p  -  X*+^ | |  + ||x*+^  -  x ‘ t p ’2 1| + ... + |x ‘+1 -  X*||,k > 1,p  > 1

||x*+ p  - x k ^ < q k (q p~l +... + l)||x1 - x ° | | ^ - — ||x' - x ° ^ k > \ , p > l .

Deoarece q k — ^ ^  >0, șirul ( r ‘ ) b ) )  este șir Cauchy în E. Prin urmare există 

z ^ E ,  astfel încât x k — t  w  >z. Trecând la limită în definiția recurentă a 
șirului avem g(z) = z . Pentru a demonstra unicitatea punctului z, presupunem 
prin reducere la absurd că există z ’ e E ,z '  *  z ,  astfel încât g (z ')  -  z ' . Avem

lk - z'l=k*) - ̂ O')| ?lk - z1l < Ik - z1l
ceea ce reprezintă o contradicție. (/w).Pentru k  > \ ,p > 0 ,  avem

||x‘+ p -  x ‘ ||<  ||xt+ p  -  x k+^ || + ||x -  x k+p~2 1|+..,+|x*+1 -  ^ h

< ț( l+ .. v ț x '  -  x ' |<  ^ - | x ‘ - * ‘"1 <  ^ - p  -  x ’ l

Trecând la limită după p  în relația de mai jos
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obținem (iii).

Observația 7.2 Teorema 7.1 este adevărată, dacă mulțimea E R" este o 
mulțime închisă șig.E  ^  E  este o contracție cu constanta de contracție q.

Propoziția 7.3 Fie r> Q ,C £R n și mulțimea E o sferă închisa înRn , 
E = B(c,r) = {r|r e /?”,||r -  c|| < r} , unde am folosit înRn o norma arbitrară. 

Dacă g.E  -* K" are proprietatea, există q e (0,1), astfel încât pentru orice 
x ,y  e E avem

t o - g w l l ^ k - ^ l 

| g ( c ) - ^ 0 - ? > 
Atunci avem relația g(E) c  E .

Demonstrație. Pentru orice x & E avem

k<x ) “ 4  -  k<x ) "  SWI + |g(c) -  ̂  î |k  -  4  + (1 -  <l)r ^  V  + (1 -  q)r = r

ceea ce demonstrează propoziția.

Vom considera în R n produsul scalar euclidian. Considerăm o aplicație 
f E  cz R" -+ R" strict monotonă, ceea ce înseamnă că există p > 0  astfel încât 
pentru orice x ,y  ^ E  avem proprietatea

( / W  -  f ( y ) ,*  - y ) ^  R\\X - ĵ ||2 ,

unde norma este cea indusă de produsul scalar. Presupunem că aplicația este și 
lipschitziană, ceea ce înseamnă că există L>Q astfel încât pentru orice 
x ,y  e E  avem proprietatea

\\f(x )-f(y )\\< L \\x -)\\.

Construim pentru constanta a  > 0 aplicația

g .E -+ R n , g(x) = x -  q f (x ) .
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Pentru orice x ,y  e E  avem

||g(*) - gW|f = { x - c t f ( x ) - y  + c f ( y ) , x -  c f ( x )  - y  + q f(y )}  =

= lr “ ^r - f f ( /W - /0 'V -J ') - f f(I -7 J W -/W ) + ̂ 2|kW -/0 ')|2 ^
< ( \ - 2 a p  + o 2L2 ) \ x - y ț

Aplicația g  este lipschitziană.
Fie m  R + - ^  E ,m (a) = y / l - Z a ^ + a 2 ! ^ . Funcția g  este contracție 

pentru valorile cr e (0 ,^ y )  Valoarea de minim a lui m este J l - ^ "  pentru

a  = — . Să observăm că pentru x j  e  E  avem

d 1 -  ̂ ll2 -  f ( y ^  * - y j A f (x ) ~ /  wllk -  J || 4 x  ~ ’

de unde p\\x -  y \  < | / ( x )  -  / ( j ) |  < L\x -  ̂ | .

Teorema 7. 4 Fie c e R ” ,r > 0 și E  = B (c ,r ) . Considerăm în notațiile de mai 

sus funcția f  strict monotonă și lipschitziană cu condiția | | /  (c)|| < — . Alegem

a  G (0 ,-4 ) .  A tunci:
L2

(i) Există și este unic z e E  astfel încât f ( z )  = Q.
(ii) Pentru orice x° e E ,  șirul ( x k ) i a 0 , definit prin 

x i+ ' = x k a f ( x k ),k> Q
este convergent la z.
(iii) Pentru orice k > 1 avem

unde q = ^ 1 -  2<yp + <y2 F  .

Demonstrație.(i),(ii). Funcția g .E  —> R n ,g (x ) = x - o f  (x) este o contracție, cu 
constanta de contracție q și are proprietatea din Propoziția 7.3, deoarece avem:
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Se aplică apoi Observația 7.2.
(iii) . Pentru orice ^ > 1, folosind strict monotonia funcției f  avem

4, ,- ^ k ‘>l
De aici avem

7.2 Metoda Newton

Propoziția 7.5 Fie D c zR "  o mulțime deschisă și f  E :C \D )O funcție care 
satisface condițiile:
(i)Pentru orice x G D există ( f ' ( x ) ) ' .
(ii) Există L> Q  astfel încât pentru orice x  e D  avem \\f'(x )\\< L .

(iii) Există p > 0  astfel încât pentru orice x  e D  avem

Atunci pentru orice c ^ D  există o sferă B (c,r) c  D astfel încât:
pentru orice x , y e  B(c,r)avem:

dx - -HI ̂  II/ w - /  wll ̂  £lx - -HI •
Demonstrație. Fie c E D  Deoarece există ( f '( c ) )  ’, din Teorema de inversare 
locală, există două mulțimi deschise U a  D ,V  a  f ( D ) ,  astfel încât c G U  și 
f . U  - ^ V  este bijectivă cu f ' . V ^ U ,  funcție de clasă 1 pe V. Fie e > 0 , 

astfel încât B ( f ( c ) , £ ) a V . Alegem r = — . Pentru x e B ( c ,—), folosind 

Teorema lui Lagrange, aplicată punctelor x ,c  e  B (c,r) avem

!/(*) - /w|| ̂  |/» fr - 4"e B ĉ^
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de unde ||/(x )  -  f  (c)| < £||x -  c|| < e  . Astfel B(c, r )< zU .

Fie acum x ,y  e B (c,r). Folosind Teorema lui Lagrange, aplicată punctelor 
x , y e  B (c ,r), avem

1 / w  -  / O ) | | 5 11/ 'M l 1  -  4  » e  S ( v )  => l / w  -  / w l s  ^ ^  -HI 

| / ' V ( X) ) - /  ' ( / W ) |  *  |< / ' , ) ’( » | r « - M »  e  B ^ i c M

Din ultima relație obținem a doua inegalitate

k -4 s k  v _‘ M »-' |/<*) - /o)|| < - I / »  - M l  •

Propoziția 7.6 Fie D a  R n o mulțime deschisă și f  e C 2 (D ) , o funcție care 
satisface condițiile:
(a) Există z ^ D  astfel încât f ( z )  = Q și există ( f ' ( z ) ) } .
(b) Există M  >Q astfel încât pentru orice x  E D  avem ^ f  "(x)|| < M .

Atunci există o sferă B (z ,p )  = {x|x e  J?",|x -  z\\< p} cz D astfel încât:

(i) Există ( / '( x ) ) ’1 pentru orice x e B ( z ,p ) .

(ii) Există p > 0  astfel încât pentru orice x  G B(z, p )  avem |( / '( x ) ) - 1 1 |< - ,

Demonstrație. Deoarece D  este mulțime deschisă, există B (z,r ) <z D . Pentru 
orice x ^ B ( z , r ) ,  din teorema lui Lagrange, aplicată lui f  avem 
f ’(x) = f ' ( z ) + R (x , z ) , unde |[R(x,z)|| < A/]x -  z||. Prin urmare

Dacă | ( / ' ( z ) ) l ^ ( x , 2 )| < 1 atunci e x is tă ( / '( x )) 1 -Dacăalegem

pentru orice x G B(z, p )  avem

M L
M \\( f’< z»'\]p
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Teorema 7.7 (Teorema lui Newton). Fie D c P "  o mulțime deschisă și 
f  e C 2 (D ) , o funcție care satisface condițiile:
(a) Există z ^ D  astfel încât f ( z )  = 0 și există ( f ' ( z ) ) ' .
(b) Există M  > 0 astfel încât pentru orice x  ^ D  avem ||/" (x )|| < M . Atunci 

pentru q & (0,1), există r> Q , există p > 0  astfel încât
(i) Pentru orice x° e B (z,r ), șirul ( r ‘ ) t 2 0 , definit prin

x k + l= x k - ( f ' ( x k ) ) ' f ( x k ) ,k > 0

este în B (z ,r )ș i este convergent la z.
(ii) Ecuația f ( x )  = Q admite o singură soluție z  în B ( z ,r ) .

(iii) Pentru orice k  > 1 avem p  -  z|| <

(iv) Pentru orice k  > 1 avem p

Șirul definit prin relația (ii) se numește șirul lui Newton.

Demonstrație, (i) Din Propoziția 7.4 există o sferă B ( z ,p ) a D  astfel încât 
pentru orice x  e S (z ,p )  există ( / ' ( r ) ) -1 și există // > 0 astfel încât pentru orice

x €  B(z, p )  avem

Lagrange, avem

||( / 'W )  , p “  Pentru orice x e B ( z ,p ) ,  din Teorema lui

\ \ f ' ( x ) - f ' ( z ) \ \< M p .  De aici ||/ '(x ) ||< ||/ '( z ) || + M p.

Micșorăm raza sferei B(z, p ) ^ D  astfel încât pentru q ales să avem p  < ----- .
M

Demonstrăm prin inducție matematică că pentru x° G B (z ,p )  șirul (x l ) t ,0 are 

elementele în B (z ,p ) .  Presupunem că x*’1 t  B (z ,p ) ,k >  \ . Din teorema lui 
Taylor avem
0 = / ( z ) - / ( x ‘- , ) + / '( x * - 'X Z - X * ^ ) + « ( Z ,x ‘- ' ) , | | f i ( z , X * - ') |< y p - ' - z | 2 

Folosind acum și definiția șirului obținem
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r ‘ - z  = x H - z - ( / ' ( / - 1) ) - 7 ( ? - 1) o r ‘ - z  = - ( / ' ( x M ))’ , J?(z! x ‘ 1)

de unde

Din alegerea lui p  avem inegalitățile||x* -  z|| < ț p ’1 -  z ||<...< ^ | |x °  -  z||, de 

unde x k - ^ z .  (ii) Folosim acum Propoziția 7.5. Micșorând, eventual, sfera 
B (z ,p ) ,  pentru orice x ,y e B ( z ,p )  avem ^ | | x - j ' | < | | / ( x ) - / ( j ) | | . 

Presupunem acum prin reducere la absurd că există z ,z '  e  B (z ,p )  astfel încât 
f ( z )  = f ( z ' )  = 0 . Prin urmare avem și p^z -  z'|| < ||/ (z )  - f ( z ')|| = 0 , de unde 

obținem z = z ' . (iii) Notând, pentru k > G , p k = — ||x* -  z |  avem relația

Pk -  Pk-\ > ^ ^  1 •

Prin recurență obținem p k < p 2̂  cu p 0 = — ||x° - 2 | ^  ?  avem (iii).

(iv) Din teorema lui Taylor aplicată punctelor x k , x k l ,k  > i avem 
/ ( x ^ ^ ^ V ' ^ ' X ^ - ^ ^ + ^ ^ ^ ^ x ^ x * - 1^ ^ 

Folosind acum inegalitatea

4 c , - ! | < ^ ( x , ) - / ( : ) | |  = | f ( x ' ) |

și definiția șirului Newton avem

Teorema 7.8 (Teorema lui Newton - simplificată). Fie D cz R ” o mulțime 
deschisă și f  e C 2 (D ) , o funcție care satisface condițiile:
(a)Există z ^ D  astfel încât f ( z ) - Q  și există ( f '( z ) ) ~ ' .
(b) Există A/ > 0 astfel încât pentru orice x  e D  avem || /" (x )| -  ^  Atunci 

pentru q G (0,1), există r > 0 ,  astfel încât:
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(i) Pentru orice x e B(z,r) există ( f ’( x ) ) } . Există L > 0 , există p > 0  astfel

încât pentru orice x c B (z ,r )  avem ||(/'(x)) , || < - , [ / ' ( x ) |  < L .

(ii) Ecuația f ( x ) - O  admite o singură soluție z în B(z,r)
(iii) Pentru orice c e B(z,r) și orice x° G B(z,r), șirul ( x * ) ^ ,  definit prin

x k + l= x k - ( f '(c ))~ l f ( x k ),k>Q

este în B(z,r) și este convergent la z.

(iv) Pentru orice k > 1 avem ||x* -  z|| <

Șirul definit prin relația (ii) se numește șirul Newton simplificat.

Demonstrație, (i) Din Propozițiile 7.4 și respectiv 7.5, există o sferă 
B (z,p) <z D , astfel încât pentru orice x e B (z ,p ) ,  există ( / '( x ^  'și există

p > 0  astfel încât pentru orice x G B(z,p) avem ||(/ '(*)) 1II -  —  ■ Pentru orice

x ,y  ^  B (z,p) avem
p\\x  -  ̂ 11 1 /(x ) -  / M l  4 «  -  ̂ ||, 

unde L = ||/'(z)|| + M p . (ii) Presupunem acum prin reducere la absurd că există 
z ,z 'e B (z ,p )  astfel încât f ( z ) - f ( z ' ) - 0 .  Folosim acum inegalitatea 
obținută mai sus p\\z -  z ’̂  < \\f(z )~ f(z ')^  = 0, de unde z - z '  . (iii) Pentru

q e(0,l) construim p<  m\n(r,—̂ )  și demonstrăm prin inducție matematică 

că pentru x°,c e B (z,p) șirul (x‘ ) t î 0  are elementele în B (z,p). Presupunem 
că x*-1 e B (z,p),k  > 1. Din teorema lui Taylor avem:

) = / ( 2 ) + / 'U X x * " -  z) + S ( l W , l ) , | / i ( ? J , I )|| < y | x "  -  4 ’ 

Folosind acum și definiția șirului obținem:
|? - ț< ^ / 'w ) - '| r t / 'w - / '( 4 '■ , - 2 |+ |R (X* - ,2 )|)<

de unde
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(iv) Pentru orice k > ] ,  din demonstrația proprietății (/), pentru x = x k ,y  = z 
avem ^ k - z | < | / ( x ‘ )|. Din definiția șirului avem / ( x ‘ ) = f ' ( c \ x k -  x k x) .

Prin urmare | r '  -  :|| < i | / ( r ‘ )| s ^ '  .  1|.

Exemplu. Metoda Newton pentru determinarea celei mai mari rădăcini a unei 
ecuații polinomiale cu toate rădăcinile reale.

n ____

Fie P(x) = ^ a i x n~',a1 e R ,i = O,n,ao > 0 cu rădăcinile a x > a 2 > ...an .

Demonstrăm prin

decât a , . Pentru

«=0

metoda inducției că pentru orice x0 > a x , șirul Newton

, converge strict descrescător către a x și este strict mai mare

x > a x avem P (x )> 0 ,P '(x )> 0 ,P * (x ')> 0 . Din definiția
P (x  )

șirului, avem x, = x0 -----< x o Din formula Taylor avem:

P (a x ) = P (x 0 ) + P '(x0 )(a x - x 0 ) + ^ ^ ( a ,  - x 0 ) 2 ,£  e  ( x ^ a j .

De aici

7 x + a,~x'l = ~ ^ ^ (a'~x'‘)2 <0=>
r  \*0J ^* \*0/

p t x  ) 
Presupunem acum x k > a x, x k < x k_x ,k  > 1. Avem x t+1 = x k ----------—  < x k . Din

P ( x k n )
formula Taylor avem:

P (a x) = P (x k ) + P '(x k )(a x -  x k ) + — e ( x k ,a } ).

De aici
P M

2 P 'M
*+l
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Capitolul 8

Interpolare
8.1 Polinom de interpolare

Vom nota prin K  mulțimea numerelor reale sau complexe.
Considerăm numerele x y,x 2 ,...,x n G K , distincte două câte două și

n

a x,a 2 , . ..,a n eV \{0}. Fie m = ^ a ,  . Considerăm numerele zi2 G K  pentru 
J=1

i = \,n ,j = 0,a, -  1.

Teorema 8. 1 Există și este unic un polinom P, cu coeficienți în K, de grad cel 
mult m - \, astfel încât

P ( j ) (xt ) = z
IJ,i = \ n , j  = 0,®, -  1

Polinomul P se numește polinomul de interpolare asociat nodurilor 
x l ,x 2 ,...,x n &K cu multiplicităfile a x,a 2 , ...,a n G V \ {0} respectiv și datelor 
z:j e K ,  i = \,n ,j = Q,at -  1.

Demonstrație. Fie P m j mulțimea polinoamelor cu coeficienți în K de grad cel 
mult m - 1. Pm l este K  spațiu vectorial de dimensiune m. Considerăm aplicația

F: Pm . -+ K ”
F(P) = (P (}\ x t )),i = ț n j  = 0 ,a , - l .

Aplicația F este ^-liniară. Pentru a demonstra teorema trebuie să 
demonstrăm că F este bijectivă. Cum spațiul de definiție al lui F  și spațiul de
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valori al lui F  sunt de aceiași dimensiune finită m, este suficient să demonstrăm 
că Feste injectivă. Fie P e P md astfel încât

F(P) -  0 o  P ^ ^ ) = 0,z = \ n , j  = 0,a, -  1.
Relația de mai sus arată că polinomul P se divide cu polinomul 

n
co(x) =  n ^ - \  }Oj ’ a ' c ăr u i grad este m. Cum gradul lui P este cel mult m-\,

rezultă că P este polinomul identic nul.

Teorema 8.2 (Formula lui Hermite) Polinomul P din Teorema 8.1 are forma.

( 1 )  ^ ^ ^ 
i=i ț r  x ^

unde GJ(X) = H  (x  -

y=i

Demonstrație. Pentru i = \,n ,j  = Q,a t - 1 ,  conform Teoremei 8.1, există și este 
unic un polinom Hy , de grad cel mult m - \ ,  care satisface condițiile

(2) H ^ ( x l ) = â ilâ jl[, l  = l,n,k = 0 ,a l - l .

Atunci avem

(3) P(x) = X S ^ ^ W
i=l 7=o

deoarece gradul lui P este < m - \  și P ^ ^ x ^  = z lk ,1 = \,n,k = 0 ,a t -  1.
Pentru i, j  fixați, i = },n,j = 0 ,a t - ]  sunt adevărate relațiile 

H ^ f x ^ O J ^ i f  = 0 ,a , - 1 , H ^ '(x,) = O ,k * j ,k  = 0 , a , - l , H ^ (x,) = 1. 
Prin urmare există un polinom r̂  cu coeficienți în K, de grad cel mult a - j  -  1, 
astfel încât
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(4) H ,( l )  = n ^ - x j ' ^  -  X, )> ,  M
/=1

Prelungind funcția hj (x) = — ^ ^ - J G ^ X ^ }  prin analiticitate în

punctul x avem

H tJ(x) = h ,(x)(x  -  x .y  rtJ( x ) .

Scriem acum H^ sub formă Taylor în raport cu x,

1 ,(5) Hs (x) = - ( x - X iy  + ^ ^ ( x - x , r + . . . + ^ — ^ ( x - x , ) ”" 1 .
j \  cr,!

Funcția
H M  1

g.j(x ) =  7--------v ’x * X-’# A )  = “ 7 
( * - * , ) '  J '

este o funcție analitică.
Scriem acum r  ̂ sub formă Taylor în raport cu x,

(6) ^ W  =
‘-JM k ) (x )

*=0 * !

Din (4) avem

^ M  = hM
care este o funcție olomorfă pe o vecinătate a punctului x .. Pe această 
vecinătate, pentru orice k  avem

(’ ) 7 "W  = LCisi’ fx X ^ " '’ ^ )
/=0 "i

Calculând în punctul x = x, avem
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a>
(8) r ^ ^

Î X  <o(x)

înlocuind rezultatul obținut în (6) și (4) se obține (1).

Observație 8.3 Dacă x t ,x 2 ,.. . ,x n G R și numerele zy G R  pentru 

i = \ ,n , j  = 0,0^ - 1 ,  coeficienții polinomului P  sunt reali.

Consecința 8. 4 (Formula lui Lagrange). în  condițiile Teoremei 8. 2. dacă 
a x = a 2 - ... = a  n = 1, polinomul de interpolare are form a

(9)
x ( x - x , ) . . . ( x - x , . ,X x - r i t l ) . . . ( x - r „ )

Demonstrație. Este suficient să observăm că

»=1

ffl(x) [ X~X, 
x -  xf l  <y(x) z

n

cu o (x )  = I~[ (x -  x ,) .

Consecința 8.5 în  condițiile Teoremei 8. 2., dacă multiplicitățiile nodurilor 
a } - a 2 =... = a  n = 2 , polinomul de interpolare are form a

(10) ^ x ) = t - ^ 7
H (X- ^ ) 2

f  2 2 , . af\X ') ^ 2
----------- (x - x j ------- —7 + z .(x -x )----------W )  3V 'V ( x , ) ) 2J " ' W r ,) ) 2

Demonstrație. Din (1) avem

W - t ; ^ 7 ^ 0
(x -x ,)2 

®(x)
+ (x -  x ) ----- !—l  ®(x)

/  (x-x,)2
+ z ■ (x -  X ) ------ ! ” A  ^(x)

x=j;

n

unde ®(x) = ]~[(x - x j 2 . Scriem sub forma Taylor, în raport cu x( , ev și <y' 
1=1
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4=2 *  !

2n-l

( x - x , ) ‘ ,<y '(x) = J
(y( ‘ +1)l

A!

Este suficient să calculăm

2

®(^)
lim

________ 1_________ _  2 
l ^ ( I - , r = “ - w

*=2

_ 2(x-x)& )(x)-(x-x )2 CP'(X) 2 2ra(x)-(x-x i>y'(x)

^ ) ,3

2n(x)-(x-x)tJ(x)
( ^ y

2B H /̂ O
H î

^ )
6

8.2 Polinom de interpolare asociat unei funcții. Diferențe 
divizate

Fie f D ^ K ^ K ,  {xl , r 2 ,...,x n } c D ,  distincte două câte două și 
n

a t , a 2 , . . , a n e N \ { 0 } . Fie m = ^ a ,  . Presupunem că există f ^ ^ x ^ ,  pentru

i = } ,n ,j  = 0 ^ ,  - 1  Notăm

^ ^ 2 - - , ^ }  =  {x2 ,X, ,x 2 ,x 2 , . , X „ }  . 
a^-ori a^-oh a H-ori

Polinomul de interpolare atașat funcției f  , nodurilor 
{x,,x2 , . . . ,xn } czD  cu multiplicitățile a x , a 2 , . . . ,a n G N  \ {0} este polinomul dat 
de Teorema 8.1, pentru datele z y  = f ™ (x .) , i = \ ,n , j  = 0 ,a i - 1 .

Notăm acest polinom prin P ( j ; z x ,z 2 , . . . ,z m , x ) . Acest polinom nu 
depinde de ordinea nodurilor.

Diferența divizată asociată funcției f  și nodurilor {z} , z 2 , . . . ,z m } este 
coeficientul lui x" -1 în P ( f  ,z x ,z 2 , . . . ,z m , x ) . Acest număr se notează prin
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(11) fK-,^1
Exem plu. Pentru funcția f  .C  -> C , f  (x) = x* -  i , z x = z 2 = i , z 3 = 1, scriem 
polinomul de interpolare cu ajutorul formulei Hermite. în notațiile Teoremei l. 2 
avem 
a x = 2 ,a 2 = l,<y(x) = ( x - z ) 2 ( x -  1), 
z io = / ( O  = - 2 '^ u  = / ' ( ' )  = - V M = / ( l )  = 1 - '  Ș>

/ V ; W ; x )  = ( x - i ) k . ( ( - !T
x -  1

J - X x - z X - ^ ) ’ 
x - 1

„ )  + X„ (X -> X -1 T ) |„ ] +
X — 1

H » - ' ) ' : , ( - ^ ] | „ l = 0 + 2 i X ' + ( l - 2 / ) x - l - i . 
( * - 0

Teorem a 8.6  (Aitken-Neville). în notațiile de mai sus, dacă z x ^ z m atunci

(12) P t f - z ^ . ^ x ^ - ^ l P ț ^  .
Z m ^1

Demonstrație. Considerăm polinomul de grad cel mult m - \

Q &  = - ^ [ P t f , z 2 ,..,z m, x \ x - z x) - P ( f ^
Z m Z \

Fără a particulariza, presupunem că z, =x, și z m = x n . Calculăm

X - X x
1

- P ^ f f ^ . ^ z ^ x X x - z J - ^

Avem

P<‘> (f ,z 2 , . . . , z , - x , )  = f “ > (x ,).t = 0 ,a , - l ,

P m ( J , z ^ . , z ^  ,x ^  = f u X x,),k  = 0 ,a ,  - 1 ,

Pu ' { f  ; z „  .,z „ x , ) = f ' ‘ \ x , \ i  = 2 , n - I,* = 0 ,a , - 1 .

Prin înlocuire obținem: Q ^^x^ = f w (x ( ),i = \,n ,k = 0 ,a t - 1.
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Din Teorema 8. 1. Q(x) = P ( f ,Z i ,z 2 , . . . ,z m ,x),x& K ..

O bservație 8.7 (schema Aitken-Neville). Dacă a { = a 2 =...= a n =1, notând 
P ( f  ;z i ,z i^ ,.. . ,z J ;x') = p i (x ) , polinomul de interpolare p X n se calculează
recurent folosind următorul tablou

Z } Z 2 Z 3

P i  P 2  P i

P l2  P 23

P123

Z n-2

P n -2

P n -2 n -\

Z n-1 Z ,

P n-1  P ,

P n -\n

P n  2n~ln

P12.JI-1

P \2 -n

P  23. 1̂

Exem plu. Pentru f ( x )  = V x,x  & [Q,-ioo),zl -  l;z2 -  4;z3 = 9 avem: 

1 4 9

1 2 3
^  + 2) | ( x  + 6)

- ( - x 2 +25x + 36) 
60

P (/;l,4 ,9 ;x ) = —  ( - x 2 + 25x + 36).

Teorem a 8. 8 în notațiile de mai sus avem
(0  f{Z ',Z 2,-> z m] = f [ z a W ,z „ (2 ) ,- - ^  pentru orice permutare a  a 
mulțimii {l,...,m).
(ii) Dacă z } *  z m atunci:

(13) / [ ^ . . . . . ^ — ^ ^ . ^ J - f l ^  , ^

(iii) Dacă z x = z 2 -■■■ = z m atunci:

(14) / [ z „ z „ . „ z , ]  = 7  <

Demonstrație, (i). Polinomul de interpolare nu depinde de ordinea nodurilor. De
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aici rezultă relația.
(ii) . Este suficient să identificăm în formula (12) coeficienții lui xm“' .
(iii) . P(x) = P (f\z^ ...,z x\x)este un polinom de grad cel mult w-1 care satisface

m -ori

relațiile P w (zx) = f w (zx\ k  = 0 ,m - \ .  Scriind P sub formă Taylor, în raport

cu zx , avem P(x) = £
*=0

relația (14).

17(x -  zx) k . Din definiția diferenței divizate avem

Observația 8.9 Diferențele divizate se calculează recursiv prin următorul 
tablou:
^ ^ ^ 41 4

A) Tis) A ) A J  A J  AJ
A^J A A I A.2/4H A Ĥ J

- A ^ l  ^24141

A--4J - A -^J
A-4J

Exemplu. Pentru f ( x )  = e x , x ^ R , z x = 0;z2 =0;z3 = l,z4 = 2 avem: 
0 0 1 2
1 1  e e2

1 e -  1 e2 - e

e - 2 
2 

e2 -4 e  + 5 
' 4

/[0,0,l,2]= 4
g  .

Teorema 8. 10 (Formula lui Newton). în notațiile de mai sus sunt adevărate 
relațiile

(15) P(f-z},...^m,x)=P(f-,zi ,...^ ^ ,x )+ f[z x,...^m]Y[(x-z l ).
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ni /-I

(16) < V ; w . ^ = / ( ț ) * I / I > , , . A ( l K ) .
-=2 7=1

Pentru orice x G D avem

(17) / W = / V ; ^ r , w ) + / ( î l , , i . , » ) n ( x - - ; )

Demonstrație. Considerăm polinomul de grad cel mult m - 1

Q(X ) = P ( f ,z x ,...,za ,X^

Am notat {zx , z 2 ,...,zm } = { i ^ , x ^ , . . , x ^ }  . 
aj -oh a2~oh a„-oh

Avem

Q l ' \ X j ) = 0,/ = \ , n - \ , j  = 0 ,a , -  1; g w (x„) = Q,j = 0 ,a n - 2 ,

presupunând că z m = xn .Deci polinomul Q  se divide prin polinomul de grad m -1 

f i o  -  * .)“O  -  *„)“" 1

Avem ^ i ^ A p j ^ - r ^ ^ x - x , ) " " ' 1 . Egalăm acum coeficienții lui x" -1 în

identitate. Se obține £ = /[^ i, , ’m] și prin urmare avem formula (15).

Deoarece P ( f  , z x , X ) = f ( ^ ) ,  iterând relația (15) se obține (16).
Fixăm X  e D .  Pentru y  e K  avem

J=1

înlocuind y = x în formula de mai sus și ținând seama de relația
P (f- ,z } , . . . ,z m ,x-,x) = / ( x ) ,  se obține (17).

Teorema 8. 11 (Formula integrală a diferențelor divizate). Fie D (^ K , o
mulțime deschisă și conveXă, f  tC " '~ \D ) ,m > 2 , (zx,.. ,zm}<zD. Atunci
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(18) A ? .....^ . ] = p ' k ' '  f / " ’ ^ + M z 2 - z , ) + . . + ^ , ( z . - ^ 

0 0 o

Demonstrație. Pentru că D este convexă pentru t ^ ^ - ^ m - i  e P4] avem:
" m = * l  + Z 1 0 2  - ^ H -  ^ ^ - ^ ^ O - O ^  + ( ' l  - h K ^ -  ^ ^ m  ^ D

Mulțimea

a , H ( ^ , - - - , ^ 1)|0£/1 S l / ) ^ 2 ^ 1_ ^ ^ ^

este o mulțime compactă. Funcția

este o funcție continuă. Atunci funcția

p j d . f / * ^ 

0 0 o

există și este continuă.
Vom demonstra pentru început formula (18) presupunând că nodurile 

sunt distincte. Demonstrația se face prin inducție după m. Pentru m = 2 avem

' ( z ,  + / ] ( i 2  - z , ^  = — / ( ^  + / , ( z 2  - i , ) )  = — l / ( z 2 ) - / ( z i ) ] = / l z i > z 2 ] 
: 2 " Z 1 0  ^2

Presupunem formula adevărată pentru s noduri s< m . Avem

ț d t ^ d t t . . .  j f M (Zt + t } (z 2 -  ^ ) +  - + G ( ^ i  - Z z W t ,  = 
0 0 o

1

z ^ -
— p i p : -  f  f ^ ^  + ' ! ( z 2 - ^ K  ^ X z ^ !  - z , ) 

^J o o o

’ ^ 2  = 
0

------- — l f < * l j < * 2 -  \ f ^ \ Z\ + A ( Z j - ^ H - ^ ! ^ !  - Z ^ ) * ^  -
Zj+1 Z , Q Q Q
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p z , j d l 2 . . .  j / ' ^ C z ,  +  i , ( z 2 - z , ) + . . . + / , _ ,  ( z , - z , . ! ^  , ]  = 

0 0 o

-------- —  [ / t 2
2 ^ - 1 A + 1 ]  -  f ^  ’ ’  ^ - 1  J ]  =  / t z i - - , ^ 1 1  ■

Z Î+I Z s

Presupunem acum că nodurile {z1,...,zm} c D  nu sunt distincte. Fie 
((z*,...,z*))tă0 tzZT un șir de puncte cu componentele distincte două câte 

convergent către (zx,...,zm) c z i y . Avem

I ( z ^ ) = f [ z * , .  .„z^] 
/ ( / „ . „ ^ - ^ / ( z , , . . . , ^ ) .

Este suficient să arătăm că /[z ‘ ,...,z‘ ]—t  w  >f[ z j ,.. . ,z m ]. Demonstrația 
se face prin inducție după numărul nodurilor, m, m > \  . Evident avem 
/ I 2 *]—^ —>/[^]- Presupunem afirmația adevărată pentru 5-1 noduri, s < m .
Pentru z x =...= z s obținem

Dacă z, ^ z s avem

Z s Z1

Folosind ipoteza de inducție avem

Propoziția 8. 12 Fie D ^ K ,  o mulțime deschisă și convexă, f  e C m (D ), 
{Z j..,zm ,x] a D . Atunci
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(19)
m\ t

unde Q=- z e D z = '£ a iz l +ac,a j >Q,i = l) n ,a > Q ,^ a i + a  = l -.

Demonstrație. Din (17),(18), (19) avem

f &  = P (f ,z x,...,z m, x ) + ^ 
1 'i Ui

A ^  ^ „ ^ [ ^ y  f^ 2  ț f ^ y  +'l (*2 - ^  H  ■ +tm(X-ZmW m 
0 0 o

de unde se obține (19).

Propoziția 8.13 Fie f : (a ,b )c .  R ->  R , f  e  C m^ (a ,b ) . Considerăm 
punctele {zl ,...,z m}a (a ,b )  și a  = nin{z1,...,z in}și ^=max{z1,...,z m}. Atunci 
există £ ^[a,^] astfel încât

(20) ^ , , . , ^ ] = ^ .
(m-1)!

Demonstrație. Notăm

m , = nin / ^ ( y )  și A/ , = sup / ^ O ) .
7  ^ a -^  1  y^ a ,p]

Avem din (18)

1 '1 U i  l »I U Î

V ' J ^ P z  - [ ^ ^ A ^ - ^ A ^ ^ ^ ^ l  j ^ !
0 0 0 0 0 0

" ^  < A ^ , ^ „ ^ m -iy .^ M ^ ,.

Folosind proprietatea lui Darboux pentru f [”̂ }> pe [«,/?] există ^&\a,P\ 
astfel încât f [ z } , . . . ,z j [m - \y .  = f (^ \ ^ .
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Propoziția 8.14 Fie f  .(a ,b)cz R  ^> R , f  e C m (a ,b). Considerăm punctele 
{zl ,...,zm ,x}cz(a,b), a x =nnn{z1,...,zm ,x} și f X =rnax.{zl ,...,zm,x}. Atunci există 

£x c [a x’Px] astfel încât

(21) f ( x )  = I \ f , z l , . . , z „ , x ) ă - ^ < ^ 
m\ “

Demonstrație. Din Teorema 8. 10. avem identitatea

f  (x) = P ( f  ,z m ,x )+ f[z^^^

Aplicăm acum Propoziția 8.13 și obținem (21).

8.3 Convergența procesului de interpolare

Considerăm șirul de funcții definit prin

(22) ?;:[-1,1]-»[-1,1],M>0, Tn(x) = cos(narccosx).

Propoziția 8.15 Sunt adevărate relațiile

(0  T0{x) = \T f x )  = x , T ^ (x ) = 2xTn (x )-T ^ (x ) ,n > \,x ^ [ - \,\] ,
(ii) Tn este restricția unuipolinom de gradn  la \ - \ , \ \  cu coeficientul termenului 
de grad n, 2"- 1 . Rădăcinile polinomului Tn sunt

(2 t+ l)^  - ------
x. = cos---------- ,k  = 0 ,n -\.
* 2n

(iii) Fie Tn (x) = w
2‘

,x e [-l,l] ,n > 0 , polinom unitar. Atunci pentru orice

polinom Q de grad n, unitar avem-, maxj 7 (̂x)j < 5 S M

(iv) Pentru orice polinom unitar Q, de gradn, avem: maxi x̂ aj>j
Tn se numește polinomul Cebâșev de grad n.

2^*

Demonstrație, (i). Este suficient să folosim relația
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COS((M +1 ) arccosx) + cos((n - 1 )  arccosx) = 2 cos(arccosx) COS(M arccosx), n >  1.

(ii). Folosind (i), prin recurență, se obține prima parte a propoziției. Avem

/ x A (2 ^ + l>  , (2 £ + l>
COS(M arccosx) = 0 o n o r  oosx=  ------ — , k ^ Z o x  = cos-----------

2 2n
2 t+ l> r , - ------

- ------ - , i l  = O,n-L
2w

Dintre aceastea numai n valori sunt distincte: x k = cos

(iii). Avem |r „ ( x ^ w 
2"-1 2"-1 '

Considerăm tk =ocs— ,k  = \ ,n - \ .  Avem 
n

^ " (4 ) = ’^ 7 ^  =  l w - l- Prin urmare maxjrB(x)| = — . Presupunem prin 

absurd, că există un polinom Q  de grad n, unitar astfel încât

Prin urmare — ^ - < 2 ( X) < ^ Ț ,X G [-1,1]. Polinomul R = Q -T n este un 
2 2

polinom de grad cel mult w -1 și satisface relațiile

R(tk ) = & t k ) - ^ , k ^ \ , n - \ .

Observăm că R(tj)R(tj+ l)<O,j = l ,n - 2 ,  / { ( l ^ / ^ O ,  R(tn_l )R (-l)< 0. Prin 

urmare există n puncte distincte în intervalul (-1, 1) în care R  se anulează. Cum 
gradul polinomului R  este cel mult n - 1, rezultă că R  este identic nul. 

b—a a+b
Contradicție cu alegerea lui Q. (iv). Fie p[-U ]-> [a ,ft],?> (0-“ / + ~  0 

aplicație bijectivă. Avem

max 
x4°J>I

b - a  a+b
—  t+~—2 2

(b -a ) n ™ --------- max
2” M-UJ

b - a  b+a----- 1H-------
2 2
(b -a ) 

2"

(b ^ a Ț
2 ^

Unde în ultima inegalitate am folosit (iii) pentru
2'

(b -a )

Teorema 8.16 (Teorema lui Fejer). Fie f \ a , b ] ^ R ^ R ,  o funcție continuă.
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Considerăm punctele
b - a  a + b -—  -------;

y k =  —^ x * + —j - J  = O ,n - l ,

, (2k + \)n  7— —------- , . „  , . .
unde x k = cos------------ ,k  = Q ,n -X , sunt rădăcinile pohnomului Cebașev de

2n
grad n. Construim polinomul de interpolare Pn , de grad cel mult 2n - 1, care

satisface condițiile Pn (y k ) = f ( y k \P„ (y k ) = 0,k = 0 ,n - l  . Atunci șirul de 
polinoame (P„)„, converge uniform,pe [a, b] către f .

Demonstrație. Construim funcțiile:

z r f  ~ Q a  + b, r , z — o a + b
g(t) = f ( - ^ f + ^ - ) d  e [ - l , l ]  ; Q fd ) = P S ~ Ț - t  + ^ - ) , t  + R .

Polinomul Qn este polinomul de interpolare al funcției g, de grad cel mult 2n-l, 

care satisface condițiile Q„(xk ) = g (x k ),Q n (x k ) = Q, k = 0 , n - \ .  Pentru a 
demonstra teorema este suficient să demonstrăm că șirul (Q„)„ converge 
uniform pe [-1, 1] către g  Din Consecința 7.5 avem

GW=S
>0 (t-X j)2 . (W x )

unde polinomul a> este

^ ) = n < '- P ! =w '))’ = ^ # ^
7=0 2

Cum

< y " ( \)  =
n 2

2 2n’3 ( l - r J )

3n2x } 

22"-3 (l - x } ) 2
,7 = 0 ,w - l .

înlocuind, obținem

Q W ^T ^g to ^H i-» ,)

Punând în această relație g(t) = },t e[-l,l], obținem identitatea
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> = î
;=o( t - r f

( 1 - ^ )

Funcția g [ - l ,l ] -> ^  este uniform continuă pe compactul [-1, 1]. Prin 
urmare avem pentru orice £,£> Q  există ^ £ ,^J£ > 0  astfel încât pentru 

t , l '  e [ - l , l ] , | / - r |< 7 fi avem |g ( O - g O ') |< |

Pentru / €[-1,1] avem

x ^«^(w arccos/). , .
Q f f > - ^ > =E ~ a - * , ) j=0 V X j )  n

j d t "V X j )  j s l 2 "  \ l ~ X j f

unde Z] = {j\j = 0,» -  l j /  - x ^ ^ }  și Z2 = {J |J  = 0,n -  1,|/ - X^ TĴ .

Avem

unde M =  max . Cum ------- >0, există Nc GA  astfel încât pentru n>NFt ^ F  f a ™
4AY E 

avem —— < -. 
f a  2
Prin urmare pentru orice E , E > 0, există Ns GA astfel încât pentru n>N£ 

și pentru / G [-1,1] avem |2,(0 - ^  < £

8.4 Polinoame de interpolare cu noduri 
echidistante

Fie f  \ a , b \ ^  R , x0 &[a,b] și h > 0 .  Considerăm rețeaua de puncte 
echidistante cu pas h: {Xj = x0 + j t ( j  = 0,±l,...,±w] cz \a ,b]. Fie m > Q,m G N .
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Diferența ascendentă de ordinul m, a funcției f , în punctul x k al rețelei, 

Amf  (x t ) ,  diferența descendentă de ordinul m, a funcției f, în punctul x k al 
rețelei , ^ mf ( x k ) ,  diferența centrată de ordinul m, a funcției f  în punctul x k al 
rețelei, 8 m f  {xk ) , se definesc recurent prin
(23) & ° f M  = V ° f M  = 8 ° f ( x k ) = f ( x k )

(24) ^ f { x k ) = ^ f ( x M  ) -  ^ f { x k )
(25) V mf M  = ^ Xf ^ x k ) - ^ m X f ( x k_x)

(26) 3 ”f ( x k ) = 8 m ' f { x k ^ -  S ^ x ,  -  ^ ) .

Propoziția 8.17 Sunt adevărate relațiile:

(27) ^ f ( x t ) - -m \h mf [ x k , x k+x, . . . ,x k^m l
(28) ^ f ( x k ) = m \hmf [ x k , x l[_} , . . . ,x k_m ]

(29) d y ( x k + ^ )  = m ^ f [ x k ,x k+ l7 ...,x k^ ] .

Demonstrație. Se demonstrează prin inducție după m. Pentru m = 0
’ ^ f ( ^  ) = V ° /(x t ) = f ( x k ) ,8 ° f ( x k ) f { x k ).

Presupunem adevărate relațiile pentru s < m și demonstrăm pentru s +1

/ [ x . . ,  ■ ,  x,..., ] - / [ x , ,  - » . „ ] (  ) =  r ( I + l ) ! / [ x „ .  , x „ „ , ]

V s+7 ( x t ) = V 7 ( r t ) -  V 1̂ , ) ^ S5! { f[ x k , . . . ,x k_s ] -  f [ x k_} , . . . ,x M ]} = 

h-s \ & ^ ^ = ^ ^ ^ ^ ^  - x , _ , )  - r ( S + l ) ! / [ x , r . „ r , . „ ]

^ H ^ f k * + ^ l ^  + ^ > = ^ y i x „ , , , x , . „ ] - / [ X , . ,x ,„ ]} =

= w Z f e l r A i Z h l ^ ^  -  x , )  = A»' (x+  l ) ! / [ x „ . . . ,  x , „ ,  ] 
X 1+J+1 X k

Propoziția 8.18 Este adevărată relația:
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(30) A"Z(x t  > = 22 C^ (-1 )"-J Z (x t .  ̂> .

Demonstrație. Se demonstrează prin inducție după m. Pentru m = 0 propoziția 
este o identitate Presupunem adevărate relațiile pentru s< m  și demonstrăm 
pentru 5 +1

â " 7 ( x , ) = ^ f ( x M ) -  A 7 ( r , ) = E W ' / ^ t - E C / f - i r V ^ ) * 
j= 0  7-0

s î+1

Z i c -1 + Q  x - i r ' 7 ( > „ , ) v t ' U H - m ) = S c i . H r ' v o ^ ) 
7=1 7=0

Propoziția 8.19 Polinomul de interpolare P al funcției f : \ a , b ] ^ R  cu 

nodurile {x;  = x0 + j h , j  = 0,»} c  [a,b], se reprezintă prin formula Newton 
ascendentă:

(31) PW = â’/ M  + X ^ r r 2 ^  - ! ) ( < - *  + !)

cu diferențe ascendente și

. S ' f t x . + A
(32) P(x) = { ' / ( ! , )  + J -------- -- -----M '  - 1 ) . . ( < - * + ! )

cu diferențe centrate, unde t = — ^ - ^ .

Demonstrație. Folosim formula Newton pentru scrierea polinomului P

/ v w v ^ o , - v ) = / ( x o ) + i y ^ ^ 

t= l 7=0

Folosind Propoziția 8.17 rezultă
/ [ x o ,x1 , . . . , x j  = —^ A * / ^ )
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f [ x 0 ,x „ ... t x l t] = - ^ - r S kf ( x 0 + k \

Avem

P (f;x 0 ,...,x n ,x )= f(x 0 ) + A* / ( x 0 ) f jO o  + ̂  -  x7 )

P t f , x
0 , , , x n ,x) = / (x 0 ) A 7 ( x 0 )fp K / - j )

k=\k\n ,=0

și respectiv

n 1
P(f-,x0 ,...,x n ;x )= f(x 0 ) +£ — —  S kf { x 0 + k  - ) [ ] / ( /  -  j ) . 

^ x k \h  2 ] Q

De unde se obține formula (31) și respectiv (32).

Propoziția 8.20 Polinomul de interpolare P  al funcției f  [a ,b ]~ ^R , cu 

nodurile {x;  = x0 + j h , j  = - H,0} C  [a,b], se reprezintă prin formula Newton 
descendentă:

(33) P(x) = V ' / ( x , ) + ^ T ^ l f ,  + 1). (/ + * -1 )

cu diferențe descendente și
. S ‘f ( x , - A

(34) P (x) = S ’f i x ^ + Y -------- -- -----i - t { t  + !)...(< + * - 1 )

cu diferențe centrate, unde t = — ■ ^ .

Demonstrație. Folosim formula Newton pentru scrierea polinomului P
n i-1

W  = /  V ;  x0 , x_,,.. ., x_„; x) = / ( x 0 )+ £ / [ x 0 , x ,,.., x j ] “ [(x - x_7 ).
t=l )=0

Folosind Propoziția 8.17 rezultă
f l x

0 , x ^ ,  ,x  k ] = — ^ - ^ t f ( .x a )
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f [ x 0 ,x  - A  *] = — - ^ —)

Avem

și respectiv

P (J,x 0 ,x ^ ,...,x_ n ,x)=  f ( x 0)+ J —  S ' f ^  - k - ) Y l K t - j ) . 
t=i k\n  z J=o

De unde se obține formula (33) și respectiv (34).

Propoziția 8. 21 Polinomul de interpolare P  al funcției f : [ a , b \ ^ R , c u   '
nodurile {xj  = x0 + j h , j  = 0,±l,±2,...,±n} a [ a ,b ] y se reprezintă prin formula 

Gauss ascendentă:
(35)

= AV<^0) +

+ ^ H T ^ ' ( ' ! - 1 >  _ < S “ 1 ) ! ’ +  ̂ 2 ^ ' ( ' ! - l )  '

■+ ^ ^ ^ ' <' ! " 1>' <' 1 “ ( ' ' " l ) ! )  +  ̂ 2 ^

cu diferențe ascendente și
(36)

P(x) = 6 ° f{ x 0 ) +-------t + ^  ?/ t(t -  1)+...

— — — - ^ t { t 2 - l ) . . . ( r 2 - ( 5 - l ) 2 )+  — ^ f (r2 -1 ) .(r2 - ( 5 -  l)2 )( r-5 )  + 
(2J -1 )!  (2^)!

/ ( X 0 +  _) ^-2" \

— - — —^ - r ( r 2 - 1)...(/2 -  ( » - 1)2 ) + / ^ ^ ( r 2 -  D -O 2 -  (* -  D2)0  - ^) 
(2H -1 )!  (2n)!
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cu diferențe centrate, unde t = — ^-^

Demonstrație. Folosim formula Newton pentru scrierea polinomului P

P(x) = P if ,x 0 ,xx,x ^ , . ,x n ,x_n ,x )= f(x 0 )+ f [x 0 , x ^ x - x 0 ) + 
+ / K , V  - J ( x  “  x o X *  -  *1 )+• • • / [  V t  > x -i> • • > x - i +u M 

+ / I x o>XPx - i > • • >x t >x - * Kx - x oXx - x iX x - x i )• • • ( x - ^ 

+flx 0 ,xx,x_} ,...,x_^,x,M x-x,) X x -x xXx^^^^^ 
+ /I*O > X

1>X -l> --> X n>X - n KX - X
OX X - X

1X X - X J - - ( X - ^ ^

Din Propoziția 8.17 avem

/ [ x o>x i>x - i  >x t> x - J -  {2k)\h lk  A ^ x ~k ^

/ t x o’x i ’x  i ’x *’x - t ’x t+ il=  ^ î + î j i p ^ ^  f ( x -k)

/ [ x 0 , r ,  . ^ ... ,x t  j . J  = ^ ^  ̂ k f ^ )

/ [ x 0>x i>x - r  >x i> x - t> x » til ~  (2 ^ + 1 )? ^ * ^ ^  f ( x o + ^)

Prin înlocuire în polinomul de mai sus se obțin formulele (35) și 
respectiv (36).

Propoziția 8.22 Polinomul de interpolare P  al funcției f  \ a , b \ ^ R  cu 
nodurile {Xj = x0 + j h , j  = 0,+l,+2,...,+«} c  [a,*] , se reprezintă prin formula 
Gauss descendentă: 
(37)

P«  = V W  + ^ ^  + ^ Ț ^ 1 + 1)+...

+ ^ ^ ' ^  - ^ - O ^  + ^ ' ^ ' ^ G 1 - ! )  (>* - ( 5 - i ) ’ X » + *)+

cu diferențe ascendente și
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Vil

(g£) Aipadsai
i§ (L£) ^ppuuqj uiiqo as sns IBIU ap jnuiouțiod ui ajinoo|ui uuj

(I_ °x)fl+llzff ‘̂‘Q +-— = [1 * x ‘ *x ‘ ’ x ‘ lxe *-x‘°x]/ 

(^)fn$^Y^- = [’x‘’x‘ ■Ix‘, x‘°x]f

C *-x)/l+„v Hn^

Cx)f^
^\^ 

I
= [*x‘’ x£ lx“ x‘°x]f

UI8AB £ [ g BțjlZOdOJJ UIQ

(u_X — xXl-“*’ — X) (IX — xXl_X — xX0-* — X)[“*‘<:“_X*; ,:Ix‘l-X‘0x]y4- 
+(l^x-x)‘(lx-xXI'x-xX0*-xXux£M'x£'‘lx‘l’x‘°x]/+

-t-(1'x-xX'’*-x)(,x-xX,*xXo-x-xX*x'*x‘‘Ix‘,x‘ox]/+
+(l“*x-x) - (lx-xXIx-xXOx-xX’’x‘l‘*x‘ ' £lx‘lVox]/”^

+(ox-xXlx‘°x]/+((!x)/= (x^x^x4 "‘lx“_x‘*r‘/V=(XV

j in]niuoui|od wjauos mjuad uojMajq Bjniujqj w\so\O£diiv.usuoiuaQ

d ajvjodjajui ap țnpuuouțiod
v 3ui]Ji}$ Duuof vjuizajdaj (gf) ți (££) jo]aiuvoui]od viunsuuas

——— = ; apun ajDJ]uaa aiuaiaftp na

(M + /)(z(l -«)- z7)' (i - .») + (Z(I-«)- ^ -(I- - A-^- + ’’

”+(l + ------+ (°<?=«</
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8.5 Derivare numerică

Teorema 8.23 Fie f: (a ,b )—> R ,f e C n+\ a ,b ) . Considerăm punctele 
{xQ,x y ,...,xn } <^(a,b) astfel încât x0 < ^  <. . .< xn . Fie P polinomul de 
interpolare P(x) = P ( f  ;x0 ,...,x n ;x ) . Atunci pentru orice k,Q < k< n și pentru 
orice x e(a,b) există uk x  e(a,b) astfel încât

(39) P U)(x )  +  : L ^ ^ n ( ^

unde x* e (Xj,x j+ k) ,j  = 0 ,n -  k .

Demonstrație.Consider&m funcțiaR:(a,b) —> R,R(x) = f ( x )~  P(x )
Arătăm prin recurență că R (1),0< j < k  are cel puțin n - J+l rădăcini. Avem 
R(xt ) = 0,i = 0 ,n . Prin urmare derivata R' are cel puțin n rădăcini 
x,1 G(xj5xj+1),z = 0 ,/z -1. Presupunem acum că R (p\ p < k  are n - p  + \ 
rădăcini x p &(xl ,x i+p),i = Q ,n -p  Atunci R ^ ^  admite cel puțin o rădăcină 

< ’ e (x,p ,x p
+}) o  (x,,X,+^ ,),i = 0 ,n - p .

Considerăm acum funcția

F. (a,b) R ,F(t) = R w  (t) -  a f j  (t -  x*) 
i=0

unde a  este ales astfel încât pentru un x fixat în [a,b] avem R(x) = 0. Prin 
urmare F  se anulează în n -  k + 2 puncte distincte din interval. Atunci există 
uk x  G [a,b], astfel încât

’ F {n- ^ ( u k x ) = 0 o  R<n+'y(uk x ) -  a ( n - k  + Vp = 0.

Pnn urmare a =--------------.
( n - U l ) !

Teorema 8.24 Fie f f a , b ) ^ R , { x 0 ,x x,...,xn }<  ̂(a,b).
Dacă f  &Cn+k+'(a,b) atunci pentru orice i, 0 < i< k  avem

(40) ,xn ,x] = z!/[xo ,x1,...,xn ,x,...,x].
i+ \-o ri
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Demonstrație. Această relație se demonstrează prin inducție după i. Pentru 
i = 0 derivă din continuitatea diferențelor divizate. Presupunem propoziția 
adevărată pentru i și demonstrăm pentru 7 +1. Avem

—  /[^ O ^ l’ - ^ n ^ l - J Ț / l ^ O ^ I .  ..,*„,.*] 
l im ^ -------------------------^ -----------------------=
^^^ z -  X

=  h m .!/[Xo2JE lr^ llfL ^^^  =
J-« z - x

i+ \ - j -o n  j-o r i i - j - o h  j~ori

E / [ ^ o ^ i ; - ;Xn ,Z,.. . , z , x , ,x ]-/[X o ,x „ ..,z , ...z,x,.. ,,x]
= /!lim ------------------------------------------------------------------- =

z-« z - x
. i - j+ \-o h  j+\-t>ri _ ^ZX^L^

= » n im ^ /[x 0 ,x,, ...,xB, z,...z ,x,..,x] = i ! ^ / [ x 0 ,x1,...,x„>xJ. ,x ] =

i i-2-on

= G + 1 )!/[X0,XI ,.„,XB , X,..„X].

Consecință 8.25 Fie f:(a ,b)->  F,{x0 ,x1,...,xn } ^ (a ,b )
Dacă f  ^ C n+k+\ a ,b ) , atunci pentru orice x e(a,b) avem 

j^ \-oh

(41) f ^ x ^ P ^ ț J ^ x ^ . ^ x j + Y j Z l ^

(50) f m (x)= /»> (/;* ,,,,,...,x , & ^

unde nM  €[min{x0 ,x1,...,xB,x},max{x0 ,x ) ,...,xB,x}], jețO ,...,*} și

"W^fl^-^)
J-0

Demonstrație. Vom derivăm de k ori identitatea (17) din Teorema 8.10 și vom 
ține seama de Teorema 8.24
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Capitolul 9

Integrare numerică

9.1 Aproximarea integralelor definite
Fie f  [a ,b ]^  R o  funcție integrabilă Riemann pe [a,b], Uneori este 

posibil, folosind o primitivă a lu i/să  calculăm

h

(1) l ( f ) = \ f ( ^
a

De cele mai multe ori cunoaștem numai un număr finit de valori ale funcției pe 
intervalul [a,b]. Ne propunem să aproximăm (1) în această situație.

Considerăm spațiul C[a,b], spațiu Banach în raport cu norma

<2> Ml = « H  •
în spațiul dual al lui C[a,b], (C[a,b])*, norma este definită prin

(3) ||F II = SUP|F ( /) | = SUP |H /) | = sup M .

11/11=1 1/1*1 /# 0  11/11

Pentru fiecare n ,n > \,  considerăm kn puncte, {xf,...,*^} <z[a,b] și kn 

valori reale {a",...,a n̂ } ^  R. Definim
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(4) Q, e ( C [ a , b ] y , Q , ( f ) ^ a - f ( x ; ) .

Q f f ) s e  numește form ulă de cuadratură pentru calculul integralei (1).

Propoziția 9.1 Sunt adevărate relațiile.
(o W=»-o
w|e.l=i:|«:|.

w |/-e.|=j-ati|«;|.

adevărată relația ||/|| < b - a .Dar I ( l)  = b ~ a <  | | / | | | ,  de unde ||/|| > b - a .

(ii) Calculăm

lat/» = i< /« )  * Z|“# x">ls sklwi ■

Deci avem | |2 „ | |^ £ |a " |-  Considerăm acum o funcție f 0 : [ a ,b ] ^  R  astfel

încât / 0 (x") = sgn(a"),/ = l,£ n , pe intervalele [x ^ x ," ,] , /= l ,i„  - 1 ,  / 0 este 
linia poligonală care unește punctele (x" , f 0 (x")), ( x ^ f f x " ^ ) ) , iar pe 

intervalele [a ,x"], respectiv [x"k ,b], dacă sunt nevide, funcția f 0 este o 
constantă egală cu sg n (a"), respectiv sg n (a ^ ) . Avem / 0 eC[a,/>],||/0|| = 1 și

a ( Ă )  =  Z k ! - l f c l W  =  fe J I ' P r i n  u r m a r e  | | 2 „ h E | < | .  (i") Avem 

|/ - Q „ | |< | | / | |  + | | 0 „ |< i - a  + £ | a " | .  Alegem acum c > 0 ,  astfel încât

2 f < min (x" - x ")) și E < x ” - a , e  < b - x ^  dacă x" -  a * 0 ,  respectiv 

b -  x ^  ^  0. Construim o funcție / 0 , continuă, poligonală pe \_a,b} astfel încât

/ o « )  = - s g n (« r) ,/o (x r ± *) = M = U „ ,

/o(O  = M  e [ <  + £ ,< !  - 4 '  = U „  - 1 ,
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f o țt)  = 1,/ e[a ,x"  -  s], dacă x" - a  O, 
f o țt)  = 1,/ e [ r ^  + £,b], dacă b -  x"„ # 0.

Din construcție ||/0 || = 1.

Avem 0 „ (/o ) = - y < |  și I ț f 0 ) = b -  a j  f ț x ) d x  > b - a - 2 c k n . Prin

urmare 7 ț f 0 ) - Q n ț f 0 ) > b - ^  + ^ | ^ ”|- 2 f î t n . Pe de altă parte avem 

/ ( / « ) -  Q J M  s  | /  -  & I W I = /  -  C j  A™ obținut astfel inegalitatea 

l l / - e . | > t - u 4 H - w - 

de unde

r-aM-o+ZH

Teorema 9. 2 Șirul țQ n ) n^  <̂  țC la^])* converge punctual către I  dacă și 
numai dacă sunt îndeplinite relațiile:
ți) există M >  0 astfel încât pentru orice n > l , |2 j |  < M

ții) există un subspațiu liniar G cz C[a,b] astfel încât G = C[a,b] și pentru 
orice f  ^G ,Q n ț f ) ^ I ț J )

Demonstrație. Presupunem că pentru orice /  eC[a,b] este adevărată relația

Q X D ^ K f Y
Pentru f  fixat, există un rang N } ^ N  astfel încât pentru

» a « ,  . |e , ( />  -  / ( / ) |  s  i => l a t / n  s  M + 1

Considerăm .W, = m ax (|/(/) | + l.|ț21( / ) | ,  ,|<)Vi | ( / ^  Avem pentru orice 

n>1,\Q n ț f ) \ < M f . Din principiul mărginirii uniforme (Teorema 3.10) avem 

(0- Relația ții) este evident îndeplinită.
Presupunem acum că sunt îndeplinite relațiile ți) și ții). Fie f  e C [a ,b \.

Pentru r  > 0 există f 0 ^ G  astfel încât ^ ~ ^ <  2 țM  + j7f)' Avem
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G„(Zo) —> z (Zo) E x ‘stă astfel N z ^ N  cu proprietatea pentru orice număr

natural n, n > N  c\On ( f 0 )~  / ( / 0 )| < ~  Pentru n > N F avem

laco - /(/)| * lacn- ac/ui+lav.) - /(/.)|+|v> - /</.)| *
dla II+1W - /. II+la (/.) - w | «(*+IW - /.II+la </. )-/</.)!<*
Consecința 9.3 Șirul (Q„)n^  cz (C[a,b])’ converge slab către I  dacă și numai 
dacă sunt îndeplinite relațiile:
(i) Există M> 0 astfel încât pentru orice n > J,|Q, || < M.

(ii) Pentru orice f  eG ,Q n ( f )  ^> I ( f) ,u n d e  G -  Sp{\,x,x2 ,...,x k ,...}, spațiul 
polinoamelor cu coeficienți în R.

\ 
\

Demonstrație. Este suficient să folosim teorema lui Weierstrasse. Orice funcție 
continuă pe [a,b] este limita uniformă a unui șir de polinoame.

Consecința 9.4 Șirul (Q„)nii <^(C[a,b])'nu converge în sensul normei în 
(C[a,b])' către I.

Demonstrație. Este suficient să observăm că ||/ -  Q„ || > b -  a .

9.2 Formule de cvadratură obținute prin 
integrarea polinoamelor de interpolare

Fie f  :[a,b] -^  R , o funcție integrabilă. Fie {x,,r2 ,...,x„} e R , distincte
n

două câte două, a 1, a 2 ,...,a„ G N  \ {0} și m = ^ a i . Presupunem că există 
1=1

f ^ ^ x ^ ,  pentru i = },n,j = 0 ,a t - 1 . 0  formulă de cuadratură obținută prin 
integrarea polinoamului de interpolare al funcției f  atașat datelor de mai sus, se 
construiește astfel

b
Q m  ( f )  =  j  ̂ ( / i  W ^ l  = , X „ „ . , X „ , X ) d x  . 

a  a^-ori a n -oh
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Restul la aproximarea integralei este

a  a^ - oh  a n  -o h

9.2 .1 Formulele Newton-Cotes

Fie f : [ a ,b ] ^ R ,  o funcție integrabilă, H G N ,H >\ și h =
b - a

Considerăm rețeaua de puncte: x} = a + jh , j  = 0 ,n . Formula de cuadratură 
Newton-Cotes corespunzătoare rețelei de puncte considerate este

(5)

iar restul la formula de cuadratură este

(6) V ~ c ( / )  = i ( / ) - Q " c (J)

Propoziția 9.5 Sunt adevărate relațiile:

(f)Qn C ( f )  = (b~ a ) ^ H ”f ( x
t )> unde pentru i = 0,n avem

( 7 ) H ;  = U E . f /(/ -1).. ,(r -  / + 1)(/- i -})...( t-n )d t.

(ii) Dacă f  &Cn+i[a,b] atunci

(iii) 1 (P )-  Q^ C (P) pentru orice Ppolinom de grad cel mult n.

Demonstrație, (i) Avem, conform formulei lui Lagrange
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P ( f , x 0 , - . , x n ,x )  = ^ f ( x i ) 
i=0

( x - x 0 ) . . . ( x - x i. ,X x - x [+, ) . . . ( x - x n ) 
(x, -  x0 )... (x, -  x,., X*, -  x,+1)... (x, -  x„)

Calculăm integrala polinomului

4 M ( / )  =  Z / ^

1=0

f (x -  x0 )... (x -  x,..! Xx -  y , )... (x -  x , ) ^
J ( - i r / K H - o 'A ”

Cu schimbarea de variabilă x = x0 + Z/iavem formula (7).
(ii) Conform Propoziției 8.14, pentru orice x e[a ,b ] , există ^  &[a,b] astfel 
încât

/ ( x )  = P ( / ; x 0 , ...,x B;x) +  ;^— ^ ( x - x 0 ).„^^ 
(w + W

Prin urmare

Cu schimbarea de variabilă x = x 0 +th  avem formula (8).
(iii) Este suficient să observăm că este adevărată relația

P (x) = P (P ,x 0 , . . . ,x n ;x) 
pentru orice polinom de grad cel mult n.

Propoziția 9.6 Sunt adevărate relațiile:

I=o

(iii) Pentru n par avem :

Q ^ C ( f )  = f  P ( f , x a , x x , . . . ,x n , x n ,x )d x . 
a 2

Demonstrație, (i) Avem
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H" ' = L  ̂ ~ ! ) ( ' - "  + '  + 1)U -  w + z -  \ ) . . .( t-n )d t

Prin schimbarea de variabilă t = n - s  avem

H ^  = V M 1Hr' ̂  - ̂  ^ - 7 + ̂  -' - D (* - ̂  = H "

(ri). Aplicăm Propoziția 9.5. (iii) pentru polinomul constant P (x) = 1.
(iii). Conform Teoremei 8.10, pentru x  e  [a,b\ avem

P ( f , x 0 , . . . ,x n , x n ,x ) = P ( f , x a , . . . ,x n ,x )  + f [ x 0 , . . . , x ^ ^  ( x - x , )
2 2 2  '"°

Este suficient să demonstrăm că pentru n par J f K * -  r, )dx = 0 . Cu

schimbarea de variabilă x = x 0 +th  în integrală este suficient să demonstrăm
” n

/  = | f i ( ^ “ z) ^  = 0 Schimbarea de variabilă în integrală, t = n - s  conduce 
0 I=°

la relația

jnfr-^zt-irjîlfs-iXs.
o l-O o 1=0

Cum n este par rezultă /  = 0.

Propoziția 9.7 Șirul (Q^ c ) n c  (C[a,b])’ nu converg punctual către 1.

Demonstrație. Din Propoziția 8.1 avem 0 ^  c |  = X f o "  ■ Pentru a demonstra 

propoziția este suficient să demonstrăm că nu este îndeplinită condiția (?) din 
Teorema 9.2. Arătăm că / /"  —> -H» . Pentru n > 2  avem

H; = m - \ \ t - 3 ) . . v - n y i i .
2 n (n -2 ) \{

Cu notația a n
k = ^ — ”̂2)7 ^*^  ~ * ^  "  ^  ^  "  w^ ’^ =  ®’n ~ 1 a v e m :
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1 1 2/7(w —2)!* X n - 2 ) ! ,
4 

1 1 3  3
Șirul j„  = --------------- (1 — )...(n — ),« > 2 este un șir crescător care

2 » (n -2 ) !8  4 4

satisface relația jr„+j = y n +y„ ——7—— > y„ + y 2 — . Din ultima^relație avem 
4(n -1 )  4» ’

K+i -  J3 + ^2 (~  + —’— h + ~ ) , d’n  care rezultă j>rt —> +00. Am demonstrat 
n n - 1  3

n
astfel |ao | - K o  . Arătăm acum că ^  |a " | este majorată. Avem

1 2 1

H £ ̂ j *  -1X3 - 'X" - * ' ^ ^  2> (" - 2H
I L  1 7  z Z 1 2 (» - l ) l  n - 1  3
1<M - 77— Ti J ^  “ W3 - ')  ("- W  ^ — — . = ----- 77 -1 2 n (n -2 ) \n

J
2 2 n (n -2 )\ n - 3  n (n -3 )  n

1W  s r r - s  f / v - DO - o («- />* s 1 4 = - X i1 2 n ( n - 2 ) \ ' x 2 n ( n - 2 y .n - 2  2 {n -2 )

Pentru i = 3 , n - 3 avem:

K I  ^  2 w („ 1_ 2 ) !  f  ̂  -  l X' -  3)...(/ - /Xz +1 -  0  ( « -  M

1 ' + < (” -2X»-l) .  (^2X ^-2) < 3
2 n { n - 2 ) \ i - \  1 7 4C' 4C„3 n

t \ ^ 
1=1

» - l  w -1  , „ 3  9------+ ----------- + n - 3  - < - .
n 2 (w -2 ) w 2

Prin urmare j^ 2"| = ^ a "
1=0
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«/H;
1 1 1
1

2 2
1 4 1
6 6 6
1 3 3 13 — — — —

8 8 8 8
A

7 32 12 32 7
90 90 90 90 90
19 75 50 50 75 195

288 288 288 288 288 288
41 216 27 272 27 216 41
840 840 840 840 840 840 840

Tabloul coeficiențiilor Newton-Cotes.

9.2.2 Formulele Newton-Cotes sumate
b — a

Fie f'.[a,b\ —> R o funcție integrabilă Riemann, k G N ,k > \,8 = ------ .
’ k

Considerăm nodurile echidistante cu pas 8 , y } =a + j 8 j  = 0 ,k .

Avem l ( f )  = Y  [ / (x)dx. Pentru n G N ,n >},h = — folosim formulele 
yt

Newton-Cotes pentru calculul integralelor următoare

f / ( *  =  S ^  ̂ / ( y ,  +Jh) +  W ) 
« J=°

^ + 1 n
K i f } ^  j  f [ y ,,  ■ >y, + n h ,x ^ [ ( x - y , - k h ) d x 

i = 0

Formula sumată Newton-Cotes este

Q ^ W ^ Î H - f ^ + j h ) .
i=0 y=o
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Iar restul la formula sumată Newton-Cotes este

D acă/ EC"^[a,b] atunci

K c</)|s
I M f H 

(n + 1)1 v nk )

w+2 n
k^\t(t -  1) ..(Z -n)\dt 

o
>0.

Propoziția 9.8 Șirul ( Q ^ c )k G (C[a,b])' converge slab către I.

Demonstrație. Conform Propoziției 9.1 avem

*  I-O y=0 j 0

care demonstrează că șirul ( l^ " / ||)*  este mărginit. Pentru orice p > 0  avem

I C O T H r M - '^ î L - J  /  ^ z - M , - , ^ - ^

Conform Consecinței 9.3. Qk ' c ( f ) —i ^ ^ I i f ^ f  ^C[a,b],

9.2 .3 Formula trapezelor

Formula trapezelor este formula Newton-Cotes pentru n = \ 

Avem în acest caz h = b - a ,  xn = a, x. = b,H' = H' = — . Astfel avem

(9) O r ( / )  = ^ / [ / ( « ) + /(* )]

b

(10) RT ( f )  = / ( / )  - Q T ^ ^ \  f [ a M ( x  -  a)(x -  b)dx
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Dacă /  e C 2 [a,b] , folosind Teorema de medie pentru integrala din (10), avem 
b

R T ( f )  = f \a ,b ,  ̂ ] j  (x -  <*Xx -  b)d x , unde £ e  [a ,b].

Folosim acum Propoziția 8.14 și obținem restul exact
(11) « ' « ^ ( ( J - o X i - ^ - ^ / ' l ț )

' a

unde rje[a ,b].
Construim acum o formulă a trapezelor sumată pentru f  ^ C 2 [a ,b].

Fie k G N ,k  > = - — — ,x  = a  + ih,i = 0 ,k  . Avem
k

/ ( / )  = Z  J A » ) *  ^ Z i - ^ V ^ ^ ^ ^ ^ » ^ 1 "  “ ' . ,  - / " ^ . » . 
i-0 x. rO

£, e [x, ,x 1+1 ],/ = 0, £ — 1

Calculând, obținem formula trapezelor sumată

(12) a ’ w = | I/ W + 2L /< " * '*)+/(*)]

Deoarece /  e C 2 [a,b] există un punct £ G [a,b] astfel încât

Z / ”K )  = V © . 
<=0

Astfel restul formulei trapezelor sumate este

T h 3 h 2
(13) R ^ f )  = ~ ^ n ^  = - — < b - a ) f " ^  .

9.2. 4 Formula lui Simpson

Formula lui Simpson este formula Newton-Cotes pentru n = 2. 
Avem în acest caz

» b ~ a  a  +  b  , 1 „ 2 4h = ------ ,x 0 = a ,x . = ------- ,x , = b ,H 2 = H 2 = = —
2 0 1 2 2 0 2 6 1 6
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(14) e s ( / )  = ^ - £ ( / ( o ) + 4 / ( ^ ) + / ( * ) ] .

Pentru că n este par folosim Propoziția 9.6 (iii). Presupunem că 
/  e C 4 [a,Z»] .Avem

(15) K < f)= H T H !( f)= \ j\a ^ ,^ w ™ ^
a

Folosim acum Teorema de medie pentru integrala din (15)

a + b  a  + b , ,
*  ( / )  = / [ « , — ,— *,£]] (x -  «Xx -  — —) 2 ( x -  b)dx 

a
unde £ e [ a ,6 ] .
Folosim acum Propoziția 8.14 și obținem restul exact

(16) ^ ^ ^ . ^ . ^ . ^  ̂ W
v  4» J  2 2880

unde T]G[a,b], 

Construim acum o formulă a trapezelor sumată pentru /  e C4 [a,b].

Fie k G N ,k  > \,h  = —— — ,x  = a + ih,i = 0,2k . Avem
2k

1=0 ^  t=O & zooU

£ ^ A M V ^ ^ - '
Calculând, obținem formula lui Simpson sumată

(17) f t 'O T  ^ [ / W  + 2 Z / ( r „ )  + 4 £  f ^ , ) + /(*)]
J i=l 1=0

Deoarece f  e C 4 [a,b], există un punct £ e[a,/>] astfel încât
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Astfel restul formulei lui Simpson sumată este

(18) W )  = - ^ t f m (&  = - ~ ( b - a ) f ' " \ ® .

9.2.5 Formula trapezelor cu tangentă

Fie f  [ a ,b \ ^  R ,  astfel încât există / ' ( —| —) Formula trapezelor cu 

tangentă se obține astfel

a

a + b a + b zz + a  + Z> a + b
Cum P ( f , x) = / ( - — ) + f ( - —- \ x - — - )  obținem 

M M
(19) e ’T ( / ) = ( * - o ) / ( ~ ^ )

Pentru f  e C 2 [a,A], restul la aproximare este:

R  ( D  = J [ / ( * )  -  ^ ( / ; — ,— , ^  = J f [ — , ^ - , x ] ( x  — — ) dx 
a a

Folosim acum Teorema de medie pentru integrala de mai sus:

■ unde £ .
a

Folosim acum Propoziția 8.14 și obținem restul exact:

(20) ^ ( / )  = ̂ j ( x - y ) 2<* = ̂ - / " ( 7 ) , u n d e  Tje[a,b].

Construim acum o formulă a trapezelor cu tangentă sumată, pentru

/  ^ C 2 \a ,b } . Fie k  e  N ,k  > \,h  = ——- j ,  = a + ih,i = Q,2k . Avem:

1=0 x» '=« ■

£  e ^ j ^ J ^ O ^ - l
Calculând, obținem formula tapezelor cu tangentă sumată:

(21) &” ■ (/) = 2 * E / U ! ,.,)
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Deoarece f  &C2[a,h] există un punct £ e[a,b], astfel încât:

Astfel restul formulei trapezului cu tangentă sumată este:
A3 h 2

(22) R ^ U )  = — k f " ^  - — ( b ~ a ) f " ^ .
J o

Această formulă se numește și formula dreptunghiurilor. Ea se obține, 
b G l bconform Propoziției 9.6 și astfel Q™ ( f )  = j  P ( f ,—---- ,x)dx.

9.2.6 Formula lui Hermite

Această formulă se obține prin integrarea unui polinom de interpolare.
Fie f  [a ,b }^  R , astfel încât există f ' ( a \ f \ b ) . Avem: 

b

QH { f )  = \P ( f^ ,a ,b ,b ,x )d x . 
a

Folosim pentru calculul polinomului de interpolare formula lui Newton
P(f,a,a,h,b,x)=f(a)+f[a,alx-a)+ffa^ \ f\a,a,b,b\x a)\x~h)
Obținem

(23) Q“( f )  = ^ [ / ( a )  + /(* )]  + ^ ( / ' W  -  f ( b ^ .

Pentru f  G C4[a,b], restul la aproximare este

b

R H ( f )  = f[a ,a i bi b ^ ] j( x -a ) 1 ( x - b ) 2dx, unde ^e[a ,b].

Folosim acum Propoziția 8.14 și obținem restul exact

(24) RH(J) = J—^ \ ( x - a ) \ x - b ) 2c b c = y ^ ^  r ț ^ a ^ ] .
‘ a

Construim o formulă a lui Hermite sumată pentru /  € C4 \a ,b \.

Fie k G N .k > \,h = = a + ih,i = 0,k . Avem:
k '
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E i ^ ^ L m w f ^ f l + ^ - ^ i / ' f * . ) / ^ ^

^  e ^ ;>r jd  ],/ = 0,£ -1

Calculând, obținem formula lui Hermite sumată

(25) a "  ( / )  ^ [ / W  * 2 X / ( a  + » )+ /(» ) )  + ^ ^ [ / ' ( « ) - / ’(*)].

Deoarece /  e C 4 [a,b\, există un punct £ e[a t b], astfel încât

Astfel restul formulei lui Hermite sumate este

(26) R ”U )  = ' ^ : V m (£) = ^ ( b - ‘’) f m ^ ) ,  f  £[<>,»]

9.3 Formulele de cuadratură Gauss

Fie a ,b ^ R  și p{a,b) ^  R o fiincție continuă pe porțiuni, pozitivă, 
b

astfel încât integralele ^ x kp(x)dx,k ^ N ,k > 0  sunt absolut convergente. O 
a

astfel de funcție se numește pondere.
Fie p(a ,b) -+ R o pondere pe (a ,i)ș i f : (a ,b )—>R, astfel încât 

b

integrala I ( f )  = ^ f(x)p (x)dx  este absolut convergentă. Formulele de 
a

cuadratură Gauss calculează aproximativ astfel de integrale.
în mulțimea polinoamelor P cu coeficienți în R sau C introducem un 

produs scalar: 
b _____

(27) </,g> = J f(x )g (x )p (x )d x ,f,g  e P

față de care P devine spațiu prehilbertian.
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Vom da acum o noua formă pentru Teorema 2.2.6.

Propoziția 9.9 Fie (EA , )) un spațiu prehilbertian și { x J ^ c E  o mulțime 
liniar independentă de elemente. Există atunci {yA,^ Ae AieN 0  & astfel încât 
^yA.ev e s t e  u n  ^ r  ortogonal și {eAieN este un șir ortonormal cu proprietatea 
că pentru orice n G N

Sp{x0 ,x } ,...,xn} = Sp{y0 ,y„ ...,y n } = Sp{e0 ,e l ,...,en } .
Elementele șirurilor {yA ,(N respectiv { e A ^  se obțin recurent prin 

re lății le-.

(28)

Demonstrație. Demonstrația se face prin inducție matematică. Evident avem 
^ { x o} =  ^ [P o } =  ^ { e o} Presupunem construite [y0 ,...,y t_t }, respectiv 
{eg^.^e^A  în condițiile din enunț. Construim

y. = x . + lL a ^yj •
A-0

Vom alege coeficienții a tJ e K  astfel încât

Avem

<z ,y k ) = <*, ,y k >+^ v <y} ,y k > = <*. ,y k >+«,* <yk ,y k >
J=0

Punând condiția de ortogonalitate avem

Din construcție avem și Sp{x0 ,x y,...,xA = Sp{y0 >yi>- ,yA
In spațiul P , în care avem o structura de spațiu prehilbertian dată de 

produsul scalar (27) mulțimea {r' ,i e N} este liniar independentă. Elementele 
obținute prin construcția din Propoziția 8.9 se numesc polinoame ortogonale, 
respectiv ortonormale. Ele satisfac relațiile

(29) Po î?^0 P' X \Pĵ i
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9.3.1 Proprietăți ale polinoamelor ortogonale

în spațiul P al polinoamelor cu coeficienții în R sau C avem o structură 
de spațiu prehilbertian dată de produsul scalar (27).

Propoziția 9.10 Polinoamele ortogonale (p„)„>0 corespunzătoare ponderiip 
satisfac relațiile

(30) P0(x) = VPA*) = x - a 0 ,p rHi(x) = ( x - a n)p „ (x )-P np a^(x),n > 1,
unde

(31)

Demonstrație. Demonstrația se face prin metoda inducției matematice. Conform 
Propoziției 9.9 avem

p 0 (x) = h P i( x ) = * - o •

Presupunem acum că p 0 , -,p n satisfac relația (30). Notăm

^  W  = (^ -  « fl )P . (x) -  P np„_, (x), n > \ . 
Avem

<^+i > Pn' > = (x p ^ p ^  > - a n {p n ,p n } ) -  p n (p n^ p n^ } = <pn , xpn l ) -  | |p jf  = 0

<rn+„ p n > = <xpn ,p n ) - a n {p n ,P n > - P n <P„i,P„ > = 0
( r ^ P t  > = <xpn ,p t ) - a n (p „ ,p t ) - p n {p n_} ,p k ) = 0 , k < n - 2 ,
deoarece <xpn ,p k } = {p n ,xpk \ x p k &Sp{p0 , . . . ,p t + l} .

Polinomul r ^  este polinom ortogonal pe Sp{p0 , . . . ,p n} , unitar, de grad w+1 și 
prin urmare rn+1 = p n + i.

Propoziția 9.11 Polinomul ortogonal p n are toate rădăcinile reale, distincte în 
intervalul (a, b). Dacă x ”,x",...,x^ sunt rădăcinile lui p n , atunci

(32) <=^.w =n i  = l,w .
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Demonstrație. Presupunem că polinomul p n are coeficienți în C. Fixăm 
i G{1,... ,n } . Avem p„(x) = ( x - x " ) r i

n (x ) , unde r" este un polinom de grad 
M-1. Atunci

(p ,  z "  > = o o  <xr",r " )  -  x" {r’ , r ’ > = 0 e  x r'  = ^  ’^ '  .

Ml
DEUNDE ^ = ^ 4 > =^>.<£Ț4>=X; . 

Ml Ml Ml
Prin urmare x" G R. Presupunem acum că polinomul are coeficienții în 7?. Dacă 
p n are o rădăcină complexă a  + ifi atunci se divide cu (x -  a } 1 + f i 1 , 

p n (x) = [(x -  a ) 2 + f i2 ]r(x) unde r  este polinom de grad n - 2. Avem

(p „ ,r) = 0 o  ((x -  a ) 2 r , r )  + /?2 <r,r) = 0 o  ||(x -  a ) r | 2 + (/?|H|)2 = 0

de unde rezultă /? = 0 , care contrazice faptul că rădăcină lui p n este complexă. 
Dacă polinomul p n are o rădăcină multiplă de ordinul 2, a  G R avem 
p„(x) =  (x ~ a ) 2 r (x ) tinde r  este polinom de grad n - 2 .  Prin urmare:

( p „ / )  = 0 o  < (x - a ) 2 r , r )  o  ||(x -  a ) r |2 = 0

care conduce la p n = 0 . Contradicție. Pentru obținerea formulei (32) este 
n

suficient să observăm că pentru i e  { l,...,n} , r"(x )  = P[(x," -  x " )L " (x ) . Atunci 
7=1

’ Ml' ’ k f
Dacă a  sau b sunt finite avem: 

b b

f  a m  (x))2 p(x)dx  < j  x(L ” (x ))2 p(x)dx o a < x ^  , 
a a

b b

respectiv J b(L" (x ))2 p (x)dx  > J  x(L" (x))2 p(x)dx o b >  x " . 
a a

Dar x ” * a , respectiv x" ^ b  în caz contrar 
* 6

x" = a< ^ț(x-a)(£(x))2 p(x)dc=Q, respectiv x ” = b < ^ (x -b X ^ x ) ) 2p(x)dic=Q
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Funcția integrată este astfel nulă aproape peste tot, ceea ce contrazice definiția 
ponderii.

Propoziția 9.12 Pentru orice n > l ,  rădăcinile polinoame lor p n și p n_x 
satisfac relația:

’ a  < r," < x,-' < *2 < <  < - < d  < <  < ^

Demonstrație. Demonstrăm propoziția prin inducție matematică. Pentru n = 1 
afirmația rezultă din propoziția precedentă. Presupunem afirmația adevărată 
pentru n și demonstrăm pentru H + 1. Avem din Propoziția 9.10

Pn^  (*j )Pn^  (< +i) = P \p ^  « )P„-i « +i ) < 0 j  = l,n -1

Pn+X «  ) = ~PnPn-X «  ) - Pn+l (X n ) = '-PnPn-SK ) < 0

Xl-i>m+00  p k (x) = +oo,£ > 1 X—l>i—m00 p k (x) = ( - l ) ‘ ® ,t > 1 

Prin urmare există x ”̂  ^ (x ^ x " ^ )  astfel încât p„^(xfn \ )  = Q,j = l , n - \ . Dar 
limp t (x) > 0,A > 1, respectiv limp t ( x ) , i> l  are semnul (-1)*. Avem astfel 

1‘m pw tlW A +1« ) < 0  și limp„+1(r)p„+1(x,")<0. De aici rezultă că există 
x->b x-ta

< '  e (a ,X ;)  și x ^  ^ b )  astfel încât p ^ x ^ ' )  = Pn^ f )  = 0.

Propoziția 9.13 Dacă ponderea p f - a ,a )  R este o funcție pară atunci 
polinoamele ortogonale corespunzătoare ponderii p  satisfac relația

(33) p S - x )  = { - \ r p n ( x \ n ^

Demonstrație. Vom demonstra relația (33) prin inducție matematică.
Conform propoziției 9.10 avem 

a a a

, v îxp(x)dx ț(-x )p (-x )d x  [xp(x)dx
a  = <xp0 ,p 0 ) =  = =  _a

| |p j ’ ’  w  “ w r  '  ’

De unde a 0 = 0 și p 0 (x) = l ,p fx )  = x . Astfel formula (33) este adevărată 
pentru n = 0 și n = 1. Presupunând formula adevărată pentru polinoamele 
p 0 ,...,p n demonstrăm pentru p ^ .  Avem
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= ^ P n )  =

<Pn ,P„)

p(Pn(*))2A*>fr / ( - ^ ( - ^ A " ^

și deci formula de recurență devine
Pn+x(X ) = XPn (X ) - P nPn-l(X )

Dar
Pn+x(~X ) = -X P nt-X )-P nP„_x<<-X)

de unde
p n+i(-*) = ( - ir ’fe w - ^ .o o ]=(-i)n+1̂ , «

Propoziția 9.14 (Formulele Christoffel-Darboux). Considerăm șirul (q„)n:.o al 
polinoamelor ortonormale, corespunzătoare ponderii p . Atunci pentru x *  y 
avem

(34) I?*W?*W = \\Pn+1II ̂ n+l(x)qn (y )-9 „ ( x )^ oo
IM x - y

(35)
- II»
E ̂ l (*) = V T ^ I  ̂ Q- (*) -  <ln+X (X Wn (*)] •

Demonstrație. Folosim Propoziția 9.10. înlocuim p n = \\pn \\qn și avem

9o(*) = O  ’q'(x) = T ir ’q^ (x) = O - a„ ) M ? B O) - P„ H?„-10 
hll W IM IM

Pentru x y  avem

IM II qn+x (x )qn (y) -  ̂ n+I (y)g„ (x ) _ i
x ~ y x ~ y

[(x ~ y)^ n (x )<i„(y) +

+ îiMî (̂ " 0)̂ -1 00 " Vn (y^n-l (X )]
\Pn-X

Iterând această relație se obține (34). Pentru formula (35) trecem la limită în 
(34) cu _y —> x .
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Cazuri particulare de polinoame ortogonale.

1. Polinoame Legendre, notate F ,  sunt polinoamele ortogonale
corespunzătoare ponderii p :[- l,l]  -»  R ,p (x )  = 1.

2. Polinoame Cebâșev, notate?^, sunt polinoamele ortogonale

corespunzătoare ponderii p :( - l , l )  —> R ,p (x ) = —j= = =
Vl -  x 2

3. Polinoame Cebâșev de speța a doua, notateU n , sunt polinoamele 
ortogonale corespunzătoare ponderii p :( - l ,l )  —> R ,p (x )  = 71 -  x 2 .

4. Polinoame Jacobi, notate P “’̂ , sunt polinoamele ortogonale 
corespunzătoare ponderii p. (-1,1) —> R ,p (x )  = (1 + x )a (1 -  x / , unde 
a > - \ , p > - \  .

5. Polinoame Laguerre, notate Ln , sunt polinoamele ortogonale
corespunzătoare ponderii p:(0,-H») —> R ,p (x ) = x a e~z , a  > 0.

6 Polinoame Hermite, no ta te //n , sunt polinoamele ortogonale

corespunzătoare ponderii p . R ^  R ,p (x ) = e~z '

9.3.2 Formule de cuadratură Gauss

Teorema 9.15 Mc {a^,...,an } reale, strict pozitive și { x , , - ^ „ } c R  distincte 
două câte două. Sunt echivalente

(i) { p ^ ^ ^ ^ p ^ x , }
>=i

pentru orice polinom p  de grad mai mic sau egal cu 2n - 1.
(ii) {x,,. . ,,x n } c  /î  sunt rădăcinile polinomului ortogonal p n corespunzător 
ponderii p  și pentru orice i &{],..., n} avem

(36) <I, = M  = ( l 1, Z , ) , L , W = n ^ i - .
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Demonstrație. (i)=>(iiy. Pentru orice k  e { 0 , . . . ,n - l )  vom construi polinomul 
n

r t (x) = r t | ^ ( x  -  X') , polinom de grad < 2n - 1 .  Avem

('•t 4) = , f i  (x -  x, ) \  = ^ a ^  (x ,) = 0.

n

Deci polinomul s(x) = f ] ( x -  x^) de grad n este ortogonal pe 
i=l

5p{l,...,x"''}  în raport cu produsul scalar (27), indus de ponderea p .  Prin 
urmare s = p n Pentru i e  {1,...,«} avem

{L i , ^ ^ ^ a j L ,(x j ) = a i ; {L f t Li ) = Y t aJ L2
i (x j ) = a i 

7=1 ;=1

deoarece gradul lu i£ ;  este n - 1 .(«)=>(/). Fie p  un polinom de grad cel mult 
n-1. Avem relațiile:
P W  = P(j>', *! , , * „ , * )  = £  P ^  )L, (x)

(A 1) = f  p{x)p (x)dx  = ^ p ( x ,  ) J £, (x)p(x)dx  = ^ p ( x ,  )(£, ,1) = ^ a . p i x , ) . 
□ >=1 a  >=1 >=1

Fie p  un polinom cu gradul mai mare sau egal cu n și cel mult 2M-1. 
împărțind p  la p n obținem p  = qpn + r , unde q ș ir  sunt polinoame de grad cel 
mult n -l. Avem

(A O = < ^ n + ''.!)  = f e j )  + (£1) = (^ P n ) + ^ ^ 1  = (^O

(A 1) = i > / ( * , ) = ^ ^ x , ) 
>=i i=i

Pentru orice n e  N ,n  > 1, vom construi o formulă de cuadratură pentru 
b

/ ( / )  = j / (x)p(x)dx  definită prin

0 7 )  ^ < / ) = i ; v ( ' , )
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unde numerele {xx,...,xn } <̂ R stint rădăcinile polinomului ortogonal p n 
corespunzător ponderii p ,  iar coeficienții {ax,...,an } sunt definiți de formulele 
(36).
Teorema 9. 16 Sunt adevărate afirmațiile.
(i) I(p) = Q^ (p) pentru orice polinom p  de grad cel mult 2« - 1.
(ii) Dacă f  e C 2"(a,b) și există sup | / (2n)(x)| atunci

(38) |/ ( /> -  a ° ( / ) l  s  M ?  S U P k " ( ' ) l
■ ' ( a ) !  ẑ â >y

(iii) Dacă p  eC[a,b] atunci Q° —^ 1  in C[a,b].

Demonstrație, (i). Rezultă din Teorema 9.14. Pentru (ii), conform Teoremei 8.10 
pentru orice x G (a,b), avem

f ( x )=  P ( f;x } ,x } ,...,x n ,x n ,x )+ f[ x i ,x 1,...,x n ,x n ,x]p2 (x)
gradul polinomului de interpolare fiind cel mult 2w -1 . Din (/) avem

b
I W  = Q ° W  + \ f t* ' ,X ',  ,Xn ,Xn , x ] p ^

Dar pentru că f  e C 2n(a,b), există £x G (a, b), astfel încât

• f (ln\ ^  ) f[ x ,,x ., . . ,x „ ,xJ n ,x] = -----------
( 2 n ) | 
b

în final avem | / ( / )  -  0 ^  ( / ) | < sup ^ f (2n}(x)^  p 2 (x)p(x)dx care reprezintă

formula (38). (iii). Este suficient să arătăm că sunt îndeplinite condițiile din 
Consecința 9 3. Avem ’

Pentru orice k e N  avem / ( x k ) = Q^(x*),k < 2 n - 1. Prin urmare 

Qn(xk ) — Z(x*), deoarece pentru n > avem I (x k ) = QG(xk )

Propoziții 9A7 Coeficienții {ax,...,an } satisfac relațiile:
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(39)

(40) a > - — ;------- 
^ n (*,))

r ^ (x )

(41) o.
1

, i = 1>«

(42)
1 n-l

—  I » )
a . ,=i 7

, '  = 1,"

Demonstrație. Calculăm a t după formula (34)
b b

a t = {L , ’L .} = \ L1\ <x)p(x)dx = J
( x - x ^ V  p n

2 (x) J

A X — X
înlocuim ------ L

Pn (x)
1 și qn = ^ -  în relația de mai sus și obținem

formulele (39), (40). Pentru formulele(41) vom folosi pentru a t formula

b b
a , = (L t J )  = J  A (x)p (x)dx  = j ?„W  x -x , 

X -X , V?n(x)J
|x-, P (x)dx.

A X  —  X
în locuim ------ L

<ln (x)
1 și obținem a t = — r —  \  ^ n ^ ~ p {x )d x . 

q„ ( x . ) ° X ~ Xi

Folosim acum Formula Christoflfel-Darboux

I k J  ^n+i (x )^ (x , ) -^ n(x)^n41(xl )

t=0

De aici

ho

înlocuim în formula lui a t și obținem
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qn (x , ) ^ i  O,) ^ +l" a qn^ )qn )

unde la ultima egalitate am folosit ortonormalitatea șirului ( q ^ w  Acum în a 
doua formulă Christoffel-Darboux înlocuind x cu x. obținem

y  ̂ 2 O ,) = -  M / ^ i  <X )qa (x , ) ■ 
k +I||

înlocuind această identitate în formula (41) obținem (42).

Exlemplu. Vom construi formula lui Gauss pentru ponderea 
p(x) = l ,x e [ - l ,l] ,

Polinomul Legendre ortogonal, de grad n este:

P„(x) = <\G>2 -  l)")(n) cu cn = - ^ - .
(2w)l

Este suficient să arătăm relația ^p,Pn ^ -Q , pentru orice polinom de grad 
cel mult M-1. Folosind formula de integrare prin părți avem

\^n P *=i

+ ( - l ) " p w (xX x2 - l ) " A  = 0
-i
Calculăm norma polinomului Pn :

Integrând prin părți avem:
J n ! / 2 ^ 
((2«)!)2 (2« + l) *HI = (n!)2 2” V2

(2n)!V2n + l

Fie {x.} ls jsn , rădăcinile polinomului Pn . Formula Gauss în acest caz este
n

Q nU } = ^ a , f ( x ,) Coeficienții sunt calculați din formulele (41) 
>=i
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°i

Avem adevărate relațiile

.̂ŵ .-̂ -ir’r^
= c„+ ][((x2 - l)" )’" ” (x 2 -1 )  + 2(n + l)x((x 2 -  l)" )w  + n(n + lX(x2 -  1)"),” ,)

((x2 -  l)”) ^ 0 ^ 2 -1 )  = w(w + 1X(*2 - 1 )"/"  0

de unde

[2(x2 - l )P „  W  + 2 (»+ 1)A? „ (X)]

^ +i ( ^ )  = 2 ^ ( x / - l ) / ( x . ) -

Cu această relație obținem

' ( i - x / X / W )

Observăm că pentru pentru f  &C[a,b], putem folosi această formulă de

b
cuadratură la calculul integralei / ( / )  = J  / (x )d x , deoarece avem egalitatea:

a
2  -1 2  z

In acest caz avem 

1=1
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Capitolul 10

Metode numerice de rezolvare a 
ecuațiilor diferențiale 

9 9

10.1 Problema Cauchy

Fie f.[a ,b ]xR n ^ R \  f ( X ,y) = ( f^ ,y )> 
Considerăm ecuația diferențială de ordinul întâi

(1) y '(x) = /(x ,y (x )) ,x  e[a,b].

O soluție a ecuației (1) este o funcție y  eC'[a,b] care verifică ecuația.
Spunem că pentru ecuația (1) se pune Problema Cauchy, dacă se cere 

determinarea unei soluții y  pentru ecuația (1), astfel încât valoarea sa într-un 
punct r 0 e [a ,i] să fie y Q ^R ". Perechea (x0 ,y 0) e[a,b]x Rn reprezintă 
condiția inițială.

Problema Cauchy pe care o vom considera este

(2)
^'(x) = f(x ,u (x )),x  e[a,b] 
u(a) = a & R"

Presupunem că (2) admite soluție unică u:[a,b] —> R n .
în spațiul C[a,b], al funcțiilor continue pe [a,b] cu valori în R n , vom 

folosi norma ||^| = max||g(t)||.
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Fie h e(O,b -  a] și N h = b - a 
h

. Notăm

[a,b]h = {x = a + jh\j = 0,N h }

rețeaua de puncte echidistante, cu pasul A,de pe intervalul [a, b] și
[a,b]h = { x ^ a  + j ^ j  = 0 ,^ - 1 }

rețeaua redusă de puncte echidistante, cu pasul h, de pe intervalul [a, b]. 
Pentru fiecare h ^{Q ,b -a \  considerăm a h e R n și o funcție

f h - ^ ^ h  ^ R n ^ R "  Atașăm Problemei Cauchy (2) sistemul de ecuații:

(3)
U.(X +h)~U.(x)— ------f---- —  = A(x,MA(X)),X e[a,b]h h
^h (a ) = a h

care determină valorile funcției uh:[a,b]h —> R a .
Relațiile (3) se numesc ecuațiile apropiate atașate Problemei Cauchy (2) 

sau metoda de aproximare pentru Problema Cauchy (2).

10.2 Consistența metodelor de aproximare

Pentru fiecare h e(0,b -  a] definim eroarea de trunchiere

(4) M a J l
h

Metoda de aproximare (3) este consistentă cu Problema Cauchy (2) dacă

(5) lim(|a,, - a | |+  max,||7;(x)|) = 0.

Pentru r >0, notăm prin Gr mulțimea compactă

(6 ) &r = { ( v ) G k ft] x ^ | l y - « W h ' ' ) -

Metoda de aproximare (3) este consistentă de ordinul p  e N ,p > \  cu Problema 
Cauchy (5), dacă există M  > O,ho > 0 astfel încât
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(7) |a „ -< z ||+  max,||7;(x)||< M h p ,h < h 0 .

M  se numește constanta de consistența.
Vom spune că funcțiile ( f h ) h>0 stabilesc o condiție de tip (L) dacă există 

r > 0 ,L>  O,ho > 0 , astfel încât

(8) W fĂ x ^ y - f ^ y 'jW ^ L W y - y 'W

pentru orice (X J ),(X J ') e G r ,h < h 0 .

Teorema 10.1 F i e r > 0 ș i  f  eC (G r ) . Sunt echivalente:
(i) Metoda de aproximare (3) este consistentă cu Problema Cauchy (2).
o o  m ^ j i / ^ x * ) )  - / / . ( x x * ) ) ! = °

Demonstrație. Pentru orice x ^[a,b]'h avem: 

u(x + h ) - u ( x )  ,z . 1 x- ------ £---- -  w'(x) = -  j [« '(/) -  u'(x)]dt
h h J

h v s ,S?J"'w ’ “ ,(r>l-
Funcția u ’:[a ,b]-^ R n este uniform continuă pe [a,b]. Atunci pentru 

orice £ > 0 ,  există rțe > 0 , astfel încât pentru orice s ,s ' e [a ,b ] ,\s -s '\ < rț̂  

avem |u '(5) -  u '(^ ') | < £ Prin urmare, dacă h < r țe avem 

max |a '( 0  -  w'(x)|| < E . Am demonstrat astfel relația: 
f4i,x+kr 11

i/(x + A )-w (x) . .
lim max —------ ------—  -  u (x) = 0.
M  x<^]i|| h

Dacă ținem seama de identitatea următoare:

Th (x ) = --------- 7----------- “  W  + f ( x M x )) ~ f h (x ,u (x)),x  ^[a ,b]h’ ,
h

teorema este demonstrată.
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Teorema 10. 2. (i) Metoda de aproximare (3) este consistentă cu Problema 
Cauchy (2) și funcțiile (J W ^  stabilesc condiția de tip (L) dată de relația (8). 
Atunci există h' > Q, astfel încât pentru h< h' avem

(9 ) h w - « w h ( h  ~ a IM x ~ a ) t^ M < ^  ^ , b ] h

(ii) Metoda de aproximare (3) este consistentă de ordinul p  cu Problema 
Cauchy (2) și funcțiile ( f H)h>0 stabilesc condiția de tip (L) dată de relația (8). 
Atunci există h' >Q, astfel încât pentru h< h ' avem:
(10) k ( x ) -  w(x)|| < (\ + x -a )M h pe L(z a\ x  e[a,b]h ,
unde M  este constanta de consistență.
Demonstrație, (i) Demonstrația se face prin recurență. Pentru x = a relația este 
adevărată.
Deoarece metoda de aproximare este consistentă cu Problema Cauchy (2) avem 
lim(||zzh -  a |  + max k (x )||)  = 0. Prin urmare există h' < h0 astfel încât pentru

h < h ', ||« / ,-a ||+  max||TA(x)|| < - ,  unde c = (\ + b - a)eL(b a ) .

Presupunem relația adevărată pentru x ețo^țj, și o demonstrăm pentru x + h. 
Folosind ecuațiile apropiate și expresia erorii de trunchiere avem:

“* (x + h ) -  «(* + h) = uh (x) + hfh (x,uh (x)) -  hTh (x) -  u(x) -  hfh (x,u(x)) 
IK o +^) -  «(^+M  k w  -  ̂ x \\+ ^[ fh(x,uh( x ) ) - f h (x X x )) \ \+ ^ \T ^  •

Din ipoteza de recurență este adevărată relația

IM *) -  "(*)|| < (1 + A -  a X |k  -  «II + ™ « k  w l l ) ^ 6"0 -

Pentru h < h ' avem (x,uh (x)) &Gr . Folosind acum proprietatea (L) avem 
k  (x + h) -  u(x+^  < (1 + hL \̂uh (x) -  zz(x)| + ̂ T h (x)|| < e* \\uh (x) -  w(x)|| + ̂ 7 h (x)|| 
Folosind inegalitatea din ipoteză de recurență se obține relația (9).
(ii) Demonstrația se face prin recurență. Pentru x = a relația este adevărată.

( \+ b -a )M h pe L (b a ) ^ >0 >0.
Prin urmare există h’ < h0 astfel încât pentru h < h ' avem

(} + b -a )M h pe L(b~a) < r.
Presupunem relația adevărată pentrux £[a,i]^ și o demonstrăm pentru x+ h.
Din ipoteza de recurență ||wh (x) -  w(x)|| < (1 + Z> -  a)M hpe L{b a ) . Pentru 
h< h ' avem (x,uh (x)) &Gr . Folosind acum proprietatea (L) obținem
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l,lh( x + h ) - * x + h t< ( i+ h L ^ ^

Deoarece metoda de aproximare este consistentă, de ordinul p  cu Problema
Cauchy (5), avem:

K - « | |  + m ax.||7;(x)|<  M h p ,h < h 0 .

De aici se obține
\^h (x+h)-u(x+hH <e* (U x -a )e U x ^ M i p  + lM f ^ ( l + x + h - â ^ ^ M f .

H  (*) -  "0 )1  < 0  + * -  a X h  "  a l +  ™ « K  (O ll)^0 - 0 ’, * e  [«,*]„.

10.3 Convergența metodelor de aproximare
In continuare vom folosi notația:

v(x + / i) -v (x )
Dhv(x) = —------ 7-----—  ,*  ^\P ,b}h ,

diferența divizată a funcției v[a ,b]h ^ R n corespunzătoare pasului h.

Teorema 10.3 Presupunem că funcțiile ( f h ) h îndeplinesc condiția (8) de tip (L)
și f  G C(G r ) .  Sunt echivalente:
(i) Metoda de aproximare (3) este consistentă cu Problema Cauchy (2)
(«) K ( x )  ”  “ ( x ) l =  ° ’li n 2 iD »u x<x > "  " 'W ll =  0

Demonstrație, (i) => (ii). Vom folosi pentru început Teorema 10.2. Există 
h ' > 0  astfel încât pentru h < h '  avem:

k ( * ) - « ( * ) h ( K  - t f | |  + ( x - a )  ; ^  e M v

De aici prin majorare obținem:
h W - « W |  ^  0 + ^ - a X h  - a l l+ m a c l^ O j lX ^ - 0 ’^  e [a ,6 ]h .

Din consistența metodei de aproximare avem:

de unde prima relație (ii). Pentru cea de a doua relație calculăm

Dhuh ( x ) -  “ ’W  = D ^ ^  ~ A “W  + D ^ x )  ~ « ’(x ),x  G[a,b]'h .
D huh (x) -  Dhu(x) = f h (x ,u h ( x ) ) - f h (x ,u (x)) -  Th (x ),x  e[a,b]'h .
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Din prima relație (ii), există ^ > 0 ,  astfel încât pentru h < h } avem 
max k ( x )  -  M(X)|| < r . Prin urmare (x ,u h (x)) & G r , pentru h < h } Astfel avem

| | ^ W * ) - A “ (*)|| < |M * )  -  w(*)|| + |M *)||>* z t a M h J  ^  Ai •

Deoarece /  &C(Gr ) ,  folosind prima parte a demonstrației Teoremei 10.1,

avem relația lim max /i-»0 itja^J,
u(x + h) -  u(x) 

h
u ’(x) = 0.

în final folosim condiția (L) și avem inegalitatea

P A W  -  «'(*)|| ^  + * ( * ) -  «(x)|| + |A w (x) -  w '(x)|,x e[a,b]'h h < h {

de unde obținem a doua inegalitate (ii), (ii) => (i). Folosim Teorema 10.1.
Avem din prima relație (ii), k ’ ^ l - ^ l h w ^ w l

^ 0 * 0. Dar

||/ (* ,u(x)) -  f h (x,u(x))\\ < ||w'(x) -  D huh (x)|| + \\Dhuh (x) -  f h (x ,w(x))| 

echivalent cu
||/ ( ^ « W ) - Ă ( x ,« ( x ) ) | |  < ||«'(x) -  DhMh (x)|| + | |/A(x,wA(x)) -  A (x,w (x))||.

Din prima relație (ii), există ^  > 0, astfel încât pentru h < h } avem 
max |«,,(x) -  M(X)|| < r . Prin urmare (x,wA(x)) e  Gr , pentru h< hy. Astfel

k ( ^ « W )  -  z ,  o ,  «(*))! ^  k w  -  ^ A W I + ^ I M 1 ) -  “ W k  ^ h \ •

Folosind acum (ii) avem 
lim max ||/(x ,« (x )) -  f h (x,u(x))\\ = 0 , 

care demonstrează consistența metodei.

Erorile care se fac prin trecerea de la ecuația (2) la ecuațiile apropiate (3) 
se numesc erori de discretizare. Teorema 10.3 spune ca aceste erori sunt mici 
atâta timp cât h este mic.

în practică, la trecerea de la ecuația (2) la ecuațiile apropiate (3) se fac 
erori de rotunjire, care nu descresc neapărat în raport cu h. Se pot da condiții de 
stabilitate astfel încât erorile finale să rămînă în anumite limite.

Pentru fiecare h e ( 0 ,b - a ]  considerăm <rh ^ R ” și o funcție
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s h:[a,b\ R n .
Atașăm ecuațiilor apropiate (3) sistemul de ecuații:

v
h (a ) = a h +<yh

care determină valorile funcției vh :[a,b]h —> R ". Aceste ecuații se numesc 
ecuațiile perturbate.

Metoda de aproximare (3) se numește stabilă dacă are loc proprietatea: 
există h0 > 0, astfel încât pentru orice e > 0, există fj£ >0, astfel încât pentru 
orice h, h< h0 , dacă

I W I + ^ h w b ^

atunci
mw h O )  ~ v * (x )||+  m** llP A  (x ) “  D *v * <x >ll < * •

Teorema 10.4 Presupunem că funcțiile ( f h )h îndeplinesc condiția (8) de tip 
(L) și metoda de aproximare (3) este consistentă cu Problema Cauchy (2). 
Atunci există h0 > 0, 5 0 > 0 astfel încât pentru orice h, h< h0 avem 
k l  + max U^(JC)|| < 8^și au loc afirmațiile:

0) h w - v h (x)|| ^ ( k J  + ( x - a ) (m M ||S ^  e[a,b]h .

00 P*W/,(X ) - ^ A ( * ) K + A(X) - ^ ^ ^  ^[a,b]'h .
(iii) Metoda de aproximare (3) este stabilă.

Demonstrație.(i) Demonstrăm relația prin recurență. Pentru x = a relația este 
adevărată. Presupunem relația adevărată pentru x E[a,b]'h și o demonstrăm 
pentru x + h. Folosind ecuațiile apropiate și ecuațiile perturbate avem: 
«*O  + 1») -  VjO + A) = M* (x) + hfh (x,uh (x ))-h S h ( x ) -  v* (x) - hfh (x,vh (x)) 
k  (x+ h )- vh (x + /0| < k  (x) -  vh (x)\\ + !^ fh (x, uh (x)) -  f h (x, vh (x))| + ̂  (x)||

Din Teorema 10.2, există h’ >0 astfel încât pentru h < h ’ 
| « / O - « ( O h ( h -  +  O - f l )m M j|r /x ) |> i M  e[a,b]h

De aici prin majorare avem
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M x ) "  "(x )| -  O +  Ă “ ̂ Xlla* -  «|| \ ™ « J ^ ^

Folosind acum și ipoteza avem
h  (x) -  «0)11 ^ h  (x) -  v„ (x)| + h  (x) -  w(x)|| < 

c W  + ™ « I M I + c 4 h  -  «II+ ^ l 7^ 

unde c = (\ + b - a ) e L(b~a } .
Din consistența metodei de aproximare (3) cu Problema Cauchy (2) 

avem: limbaj - a | |+  max ||7^(x)||) = 0. Prin urmare există h0 <h' astfel încât 

pentru h< h 0 , 1 ^ -a ||+ m K ||r j(x ) ||<  — . Alegem 8 Q < —  . Pentru h< h 0 

avem (x,uh (x)),(x,vh (x)) ^G r . Folosind acum proprietatea (L) avem 

|pk(x+/i)-vh(x+/j)| < (l+ /iL |k(x)-vA(x | + ^ ( x (  < 

<e*(|ah| + ( x - a ) ^ k ( 0 ^ 

(ii) Este suficient să observăm relația

Dhuh (x) -  Dhvh (x) = h ( fh (x, uh (x)) - f h (x, vh (x))) - S h (x)

și să folosim (i).
(iii) Pentru h< hQ avem

.̂ l̂ (x) _ v‘(x)l+^ ^ ^ (x) “ DhVh (x̂ ■((c+cL+*̂ ‘1+tf‘ ̂
Fie £ > 0 . Dacă definim n = m in ( J 0 , ----------- ) ,  stabilitatea metodei de

1 + c + cL 
aproximare este probată.

10.4 Metoda de aproximare Euler
în cazul metodei de aproximare Euler se definesc ecuațiile apropiate 

astfel:
uh (x + h ) - u h (x) r '

------- 7— -—  = f ( x ,u h (x)),x e[a,b]h

uh (a) = a

Teorema 10.5. Sunt adevărate.
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(i) Dacă există r > O, astfel încât f  e  C(G r ) , atunci metoda Euler este 
consistentă cu Problema Cauchy (2).
(ii) Presupunem că există r > O, există Lo >Q astfel încât pentru orice 
( x ,y ) ,( x ,y ’) zG r avem \\f ( x , y ) - f ( x , y f \ \ <  L0 \ \y -y ] \ .  A t u n c i f ^  ( f h ) h 

îndeplinesc condiția (8) de tip (L).
(iii) Dacă există r> Q , astfel încât f  ^ C \ G r ) ,  atunci metoda Euler este 
consistentă de ordinul întâi cu Problema Cauchy (2).

Demonstrație, (i) Rezultă imediat prin aplicarea Teoremei 10.1. (ii) Condiția 
este îndeplinită pentru Gr ,L  = L0 ,h0 = b - a .  (ii) Eroarea de trunchiere în acest 

caz este: T u(x + h ) - u ( x )  . .  . .. r , , ,
h (x) = --------- ------------- f ( x ,u (x ) ) ,x  &[a,b]h .

h
Pentru orice x G[a,b]’h avem:

u(x + h ) - u ( x )  . 1- ------ f ---- ^ - u f (x) = - \ [ u ’( t) -u '(x ) ] d t , 
h------------- h J

de unde
u(x + h )~  u(x) 

h
^ ( x ) ^ f̂ J IM̂ ) ■w'(x)hllw"l^

Constanta de consistență este M  = ||u”| .

10.5 Metoda de aproximare Euler-modificată

în cazul metodei de aproximare Euler-modificată se definesc ecuațiile 
apropiate astfel:

uh (a) = a
(13) ■

uh ( x + h ) -u h (x) h , h z r--------- ------------ = / ( * + 2 >u
h (x) + 2 f ( x ,u h (x)),x & [a f\h

Teorema 10.6 Sunt adevărate:
(i) Dacă există r > 0 astfel încât f  e C(G r ) , atunci metoda Euler-modificată 
este consistentă cu Problema Cauchy (5).
(ii) Presupunem că există r > 0 ,  există L0 >Q, astfel încât pentru orice 
( x , y ) , ( x , y ' ) ^ } r avem ^  ( x ^ ) - f ( x ^ ) \ <  L0 ^ y - y ' \ .  Atunci funcțiile ( f h ) h 

îndeplinesc condiția (8) de tip (L).
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(iii) Dacă există r > 0 ,  astfel încât f  e C 2 (G r ) ,  atunci metoda Euler- 
modificată este consistentă de ordinul doi cu Problema Cauchy (2).

Demonstrație.(i) Folosim Teorema 10.1. Pentru x e ț a ^ K ,
( x + ̂ ,u (x) + ̂ f (x ,u (x ))  e G r o  |w(x + ^ )  -  u(x) -  ^ f ( x ,u(x)^ r . 

Avem U x  + | )  -  u(x) -  ^ f ( x ,u (x Â  < L (x  + ^ )  -  « (x)| + ^ |a ' | |  < l ^ ’\

r h h
Dacă alegem h < »—TF atunci (x + —, w(x) + —f  (x,u(x)) e  Gr . 

M  2 2

Funcția f este uniform continuă pe compactul Gr . Atunci pentru orice £ > 0 ,
există T]e > 0 ,  astfel încât pentru orice ( t ,y ) ,( t , ,y ')  & G r , cu proprietatea
\t ~ t '\<'nc ] \ y - y ' \ \< n e avem l f ( i , y ) - f ( l ' , y ' ) l ^ £ .

Prin urmare
(x + ̂ ,u (x ) + ^ f(x ,u (x )))  -  f(x ,u (x ))l < s , dacă h < m i n (2 ^ ^

deoarece |«(x) + ̂ u ’(x )~  a(x)| < ^ | « ' | .

Am obținut relația lim max k ( x ,u ( x ) )  -  f  (x ,u(x))| = 0.

(ii) Fie rx > 0 ,^ < r . Pentru (x ,y ),(x 7y ')  eG q avem

U  (x ,y ) -  f h (x ,y ')\ = j f ( x + ^ y + ț f ( x ,y ))  - f ( x + ^ y '  + ^ f ( x ,y'J)

Este adevărat (x + — ,y  + —f ( x ,y )  <=Gr o l u ( x  + —) - y - —f ( x ,y )  < r .
2 2 II 2 2

Dacă punem M n - max
(t,y)eG r

avem

k ^ - y -  ^ f ( x > y l - “(x) + IM» -̂ 1+?lk (̂ l̂
I Zl x> II II z* II Zl

< hM0 + r,

Dacă alegem h astfel încât sa îndeplinească și condiția hM0 + rt < r , punctele
h h h h

(x  + ~ ,y  + — f  (x ,y )),(*  + —,y ' + — f ( x ,y ')) ^ G r și din ipoteză avem 
2 2 2 2
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U  fc ^ )  -  f h ̂ " k  4  ( k  - y ' ^ ^  (x ,y ) -  f ( .x ^  ^ ^ ( y + ^ ^ - y t

unde h0 = m in (A -a ,------L). Condiția (L) este îndeplinită pentru r\,h0 obținuți

mai sus și L = L0 (\ + ^ L 0 ).

(iii) Eroarea de trunchiere în acest caz este 
u(x + h ) - u ( x )  h h rTh (x ) = ---------- ----------- Z O  + — ,wO) + — ZO ,w (x))),x &[a,b]'h .

Fie u = (i^ , ■,un ) , f  = ( J \ , . . . , f n ) . Pentru i e \ ,n  și x e[a,b]'h folosind
Formula trapezelor cu tangentă la integrare avem

w, (x + A) -  w, (x) 1 h. h 2 ,„. , r , .
--------h---- ----- = h J u ^ t ^d t  =  u ^ x + 2 ^ + 24 U  ^ i ^ f e [ x ,x  + h].

Prin urmare

n

Deoarece /  &C2 (G r ) există Lo = max V
(t,y)eG r * = '

din propoziția (ii). Dacă alegem h < atunci (x + — ,u(x) + —f  (x,u(x)) e G,
2 2

^ t , y > care satisface condiția

și prin urmare
1.2 

k W l ^ H + A , a(x + *) -  » ( l ) - ^ « ' ( r ) b  e W I  ■

Pentru i e 1,M și x e[a ,b]h’ folosim formula lui Taylor și avem:

de unde

h 2
Prin urmare |7h (x)|| < —  (||w"'|| + 3Z,|«"|),x e[#,^K . Constanta de consistență este

W4< M I+3/»H)-
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10.6 Metoda de aproximare Euler-Cauchy
în cazul metodei de aproximare Euler-Cauchy se definesc ecuațiile 

apropiate astfel:

(14)
= \f (x ,u hW ) + f ^ ^  ^a,b]h

y n 2

^ = a

Teorema 10. 7. Sunt adevărate:
(i) Dacă există r > 0  astfel încât f  e  C(G r ) ,  atunci metoda Euler-Cauchy este 
consistentă cu Problema Cauchy (2).
(ii) Presupunem că există r > Q , există L0 >Q, astfel încât pentru orice 
( x ,y ) , ( x ,y ' ) & r avem \\f ( x , y ) - f ( x ^ ) \ \ <  L ^ - y ] \ ,  a t u n c i ^  ( f h ) h 

îndeplinesc condiția (8) de tip (L).
(iii) Dacă există r  > 0 astfel încât f  e C 2 (G r ) ,  atunci metoda Euler-Cauchy 
este consistentă de ordinul doi cu Problema Cauchy (2).

Demonstrație.(i) Folosim Teorema 10.1. Pentru x e[a,b]'h ,
(x + h,u(x) + h f (x,u(x)) e G r o  ju(x + h ) -  u(x) -  h f (X ,M(X ))| < r .

Avem |u(x + h)~  u(x) -  hf (x, M( X ))| < ||t/(x + h )~  w(x)| + l^ i '|| < 2h||w '||.

Dacă alegem h < atunci (x + h, u(x) + h f (x, u(x)) G G r .

Funcția f  este uniform continuă pe compactul Gr . Atunci pentru orice e > 0 , 
există 7 £ > 0 , astfel încât pentru orice ( t ,y ) ,( t ' ,y ’) ^ G r , cu proprietatea 

avem j f ( t , y ) - f ( t ' , y ' ^ < £ .

Prin urmare

\ f  (x ^ h ,u (x )^ h f (x,u(x)))~  f  (x ,u (x)^ <  E , dacă A < m in(7£ , p ^ ) , 

deoarece ||«(x) + hu’(x) -  M(X )|| < f t |a '||.

Am obținut relația lim max |A ( X ,M(X )) -  f  (X , M( X ))|| = 0. 
ft—>0 xefa.bj/ 11

(ii) Fie rx > 0,^ < r . Pentru (x ,y ) ,(x ,y ’) &Gri avem:

^ ^ y Y f ^ y K  ̂ l f ( v ) - / M  ̂ f ^ ^ y ^ ^ y ^ - f ^ ^ y  + ¥ (* y )) |
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Este adevărat (x + h,y + h f (x,y) eG r o  \\u(x + h ) -  y - h f  (x,y)| < r .
Dacă punem M o = mâx^f(t,y)\\ avem

\\u(x+h) - y - h f  ( x j ) |  < |w(x + h)-u(x)\\ + \\u(x)- _y|| +/J||/(X,J | < 2hM0 +i\ 
Dacă alegem h astfel încât să îndeplinească și condiția 2hM0 +r\ < r , punctele 
(x + h,y + h f (x,y)),(x + h ,y ’ + h f (x,y')) e Gr și din ipoteză avem

ILA  ( ^ J ) -  f h (* ,y )| 4 ly  -  / | + ^ \ \ y  - / I H o + |  A » ^  -  ̂ 1

unde /j0 = min(A-o,----- -) Condiția (L) este îndeplinită pentru rx și h0

obținuți mai sus și L = L0 (l +-^-Lo ) . (iii) Eroarea de trunchiere în acest caz 

este

Th(*).  =-u--(-x-+---h-)---u--(-x--)- --~l[rf(,x.  ,u(x. )„)+f(x+h,u(x)+hf(x,u(x)))],x ^ [a f]h .

Fie u = (Ui,.. ,un ) , f  = ( f , . . . , f n ). Pentru i e \,n  și x e[a,b]'h , folosind 
formula trapezelor la integrare avem

^ ^ - ^ = 1  j u< ^ ^ } ^ ^ ^  ^[x,x+h]

Prin urmare

|(r * W). ̂ I H I  + \f,(x+ h,u(x+ h))-f(x+ h, u(x) +hu'(x)],x e[a,b]'h •

n

Deoarece f  &C2 (Gr ), există Lo = max V l<i<n (t,y)€Gr *=1

# .( t ,y ) care satisface condiția

din propoziția (ii). Dacă alegem h < —r—r atunci (x + h,u(x) + hf(x,u(x)) & Gr

și prin urmare

|(?iW), | ^ M  + 4 ||"(*  + ̂  -  u (x) -hu '(x^,x  e[a,b]'h .

Pentru i G 1,« și x G[O,4]J folosim formula lui Taylor și avem

w, (x+h) = i  ̂(x)+ hu’(x) + h-u", (& ),Zi e(x, x + ^ ) ,
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de unde ^u(x+h) -  w(x) -  hu'(x"^ - ^ ^ " W ’X G IA^K

Prin urmare ||7̂ ,(x)|| < ̂ (||w '"|| + 34 ||«"|),x  &[a,b\r
h . Constanta de consistență este

w=^(k'l+3M"1>-

10.7 Metoda de aproximare Runge-Kutta
Vom considera funcțiile

k 0 (x ,y ) = f  (x ,y )

* 1 ( ^ J )  O , y »
2  2  , ( x , y ) e [ a ,b ] x R \

* 2 ( x , y ) = f ( x + - , y + - k .  o ,  y »

* 3 (^J ) = / ( * + K y + ^ 2  O , >0)
în cazul metodei de aproximare Runge-Kutta se definesc ecuațiile 

apropiate astfel .

(15)

țh(.x+h) u h(x ) =  ̂  ^ ^ ^  =a3 = \a } =a2 = 2 ,x ^ a ,b \h 

u Ă ^  = a

Teorema 10.8 Sunt adevărate.
(i) Dacă există r > 0 astfel încât f  e C(G r ) ,  atunci metoda Runge-Kutta este 
consistentă cu Problema Cauchy (2).
(ii) Presupunem că există r > 0 , există Lo >Q astfel încât pentru orice 
( x ,y ) ,(x ,y ’) & r avem \\f(x ,y )  -  f (x ,y ') \ \<  L0 \\y -  y'\\, atunci funcțiile ( f h ) h 

îndeplinesc condiția (8) de tip (L).
(iii) Dacă există r > 0 astfel încât f  e C 4 (G r ) ,  atunci metoda Runge-Kutta 
este consistentă de ordinul patru cu Problema Cauchy (2).

Demonstrație, (i) Folosim Teorema 10.1. Pentru x ^[a,b}'h ,

V M x ) ) - f h(x,dx)^ < - ^ ( x , ^ x ) ) - f ( x ^  - ^ / ( y ^ ) ) - ^ ^  ̂ ( x X x ) ) - / ( w 3l ,
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unde: 
h ,x, = x2 = x  + - , x 3 ~ x  + h,

y , = ^ )  + ~ f ( x ,u ( x ) ) ,y 2 = u(x) + - k t (x ,u (x )),y 3 = u(x) +hk2 (x,u(x)) 

Notând M o = max | | / ( / j ) | |  avem

| ^ i ) - y i | =  ^(x  + ^ ) - u ( x ) - ^ f ( x , u ( x ) )  <

k ^ ) - ^ !  =  ^ * + ^ )  -  M > ) - ^  *1  ( * ,M < > X
- ) - « ( x 1 + - ^ < - | « | + -

k x 3 )  -  J î  I  =  | | " ( x + h ) ~  u ( x )  -  ^ 2  ( * >  " 0 ) ) | |  ^  k * + ^ )  -  « M + ^ o  ^  + ' |  +  hM0

Dacă alegem h < T—=-------atunci (x ,y  ) e G r ,i = 1,2,3 .

Funcția / este uniform continuă pe compactul Gr . Atunci pentru orice e  > 0 , 
există 7]E > Q , astfel încât pentru orice ( t ,y ) ,( t ' ,y ')  GGr , cu proprietatea 
h ^ ^ k / k ^  avem \ \ f ( t , y ) - f ( t ' , y ' ) \ \< E .

Prin urmare: [ f i x ^ x ^ - f ^ x ^ x ^  < -£ < £ , dacă h < m in(î/s ,—- ) . 
6 Af0

Am obținut relația: lim m a x ||f(x ,w (x ))- / (x,i/(x))|l = 0.
h->0 x 4 ° ^ l  K

(ii) Fie rx > 0 ,^ < r . Pentru (x ,y ) ,(x ,y ')  <^jr avem

f e - / * M  ^ ^ v ) V W  ̂ t a V M  + - J |A y i ) - / M  +-JA^ ) - ^  , 

unde
h ix, = x, = x + —, x, = x + n,1 2  2

/ i  = y + - f { x , y \ y i  = y + - k A x , y l y i  = y + w 2 (x ,y )

y ^ y '  + ̂ f ^ y ' ^ y t  = y ' + ̂ k 1( x ,y ') ,y 3
,  = y '+ h k 2 ( x ,y f)

Punem M o = ( m a  k ( i j ) | | .
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kO-jJ = l< x + ^ ) -y ~ f( x ,y l < L+ 5 -J  +k*)->|l +^M 4W +  ̂+5^ 

k^WI ^k+ Ș -d  #)->l +?M ̂ M +zi +;M 
\ ^ - y î \  = \ ^ + h ) - y - l ^ { x ^ < \ r i x + h ) - ^ + \ ^  MM+,i+MA

Dacă alegem h astfel încât să îndeplinească și condiția h < --------p j , punctele

(x , 5z X ( x . ,X )  ^ G r J  = 1,2,3 și din ipoteză avem

1/ (*i j i)  -/(x, ,x ̂  < A k  - xh  A o+̂  A )k - J II

11/ o2 J 2 ) - f ^  ,x )|| ^oh - x k  Ao Ik - ̂ 1+^k (*• ̂ 1) - /(*i ,X)|

- y|+^ Ah - x k  A O+ A + ̂ - A )lk - xll
| | /  ( * 3  ^  )  “  / ( * 3  > X  )|| ^  ^ 0  h  -  X  K  A )  | j  -  J  'II +  * | | /  ( * 2  J 2 )  -  / ( ^ 2  J 2  ^

^ |r-y 1 t» ,h -/;|ii,( it* i,( i+ - i.+ -/;)> -/||

r r
Pentru (x ,y ) ,( x ,y ')  eG r , h < h 0 -  m in ( 6 -a ,  M  avem 

1 ^ o + M I

II/. A ,X  -  /  (* ,X ) | ^  L\\y - y ' t

unde £  = £ 0 (l + A A  , *0 A  , *0 A  \ Ț J^ 

2 6 24
(iii) Este suficient să demonstrăm afirmația în cazul în care M = 1.

Vom nota O(h*) = h * g (h ,x ), unde există K  > O,ho > 0 astfel încât pentru 
h < h 0 , sup |g(A, x)| < £ .  Eroarea de trunchiere în acest caz este

unde

218
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



f h (x,u(x)) = ^ ^ f ^ x ^ y ^  = a, = - a ^  = a2 = -

h »x0 = x, x, = x2 = x + —,x3 = x+h,

y 0 =«(x)t y l =u(x) + - f ( x ,u ( x ) \ y 2 = u(x) + - k x(x,u(x)),y3 = u(x) + hk2 (x,u(x)).

Din formula Simpson la integrare avem
i ^ x + ^ ^ x) = ^  j  ̂ ^  =^(x')+4i/(x+^)+U(x+h)]-^ilv)(g\g ̂ x,x+h].

Din prima parte de demonstrație, dacă alegem h < „—5------- , avem
M +  w «

(xt j . )  eG r J  = 1^,3 Vom nota u* = u ^ ț x ^ i  = 1,2,3;# = 0,1,2,3. 
3

Prin urmare Th (x) = J a ,  [/(x, ,u ,)-  f(x , ,yx)] + C\h4 ).

Dezvoltăm funcțiile u și u’ după formula Taylor în jurul punctului 
hx. = x, = X + -  :

1 2 2
« w  = - ^ + y < - ^ « r + ^ 4 )

h h2
u'(x) = U{ -  - < +  y  < +  O(h3)

u3=u(x + h) = U i + ^ + ^  < +  ^  <"+ O(h4 )

Dezvoltăm acum /  după formula lui Taylor în raport cu al doilea argument 

f(.xu y x) = f ( x i ,ui )+ ^ -(x l ,ux)(yx - ^ - —^ ( x ^ / y ,  - « J 2 ,^  s t M )

y } - u i = - — u[’+ — u'i"+ O(h4 ).

Prin înlocuire în relația de mai sus avem

f ^ x x ,y x) = f { x x ,ux) + ̂ -{ x x,ux){-— ux +— u{') + O(h4 ).
cy o 24

Analog avem
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f  (x2 ,y 2 ) = f  (x^Uj) + ^ - ( X ^ u , ) ^  -  u,) + ~ — ^ -(x } , ^ 2 )(y2 -M,)2,  ̂ e O 2 ,u ,)

Prin înlocuire obținem

f ^ i  ,y 2 ) = f k ^ , «i) + (Xi,«! (*i >“<)] + O(h4 ).
dy 8 48 16

Dezvoltând după formula Taylor avem

cy 2

^ f ^ U ^ f ^  ̂  ) + ^  ̂ P ^  - x , ) - ^ ( x ^  - ^ ( ^ M  ^  ̂ ( u ,  ,14,) 
4  âay cy

Cum y 3 = u(x)+hf\x2 ,y 2 ), prin înlocuire avem

J 3 -  «3 = - ^ < +  y  < y  (*i>«i) + O(h4 )

^ f ( x 3, ^ )  = f ( x 1,ul )+O(h)

R x i , y ^ = f ( X i X ) + ^ ( x , , u ^ - ^ u r + ^  ■
cfy 24 8

Am arătat astfel că Th (x) = O Q ^\

10.8 Metoda de aproximare Taylor
în cazul metodei de aproximare Taylor vom presupune că există r  > 0 

astfel încât f  GCm (Gr ) Pentru f  = ( j \ ,  ,f„ )  notăm: 
f* ( x ,y )  = f ( x , y ) , (x ,y ) ^ G r ,

f k (x ,y ) = ^ — {x,y) + X ^ — ( x ,y ) f  (x,y)\<!<n ,k  = l ,m - \ , ( x ,y )  G Gr

m“I h k
și construim f h (x ,y ) = ^ T . — ^ r J \ x , y } ,  (x ,y )  e G r .

Se definesc ecuațiile apropiate astfel:

(16)
t o y ^ ) 

n 
^ (a )= «
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Teorema 10.9 Sunt adevărate.
(i) Funcțiile ( f h ) h îndeplinesc condiția (8) de tip (L).
(ii) MetodaTaylor este consistentă de ordinul m cu Problema Cauchy (2).

Demonstrație.(i) Deoarece f  &Cm (G r ) ,  funcțiile f k ,k  = Q ,m -\  satisfac o 
condiție de tip Lipschitz pe Gr . Pentru 0<  k < m - F  există

L

astfel încât pentru orice (x ,y ) ,(x ,y ')  sG r avem
[ f \ x , y )  - f k (x ,y ') \  < L k ^ ~  y '\\.

Prin urmare pentru orice (x ,y ) ,(x ,y ')  & r avem

\ h  (X J ) -  < *,y ')\ < ( î  7 7 ^ 7 ^  >  - / L

unde h0 = b - a  .
(îi) Calculăm eroarea de trunchiere. Pentru x ^[a,b]'h : 

f° (x ,u (x ) )  = u '(x ),

f \ x , u ^ ) = ( j E 

ax
(x,u(x))+ (x ,u (xy jp \(x )\^ n =

= ̂ r ( J i '  ( x ,u ( x ) ) \ ^  = u ( M \ x \ k  = l m - \

« ( x + A W x ) 
h

Folosim acum formula lui Taylor pentru u
*=1 * !

u(x + h ) ^ ^ - u w (x) +

și obținem ||7;(x)| < j ----- -± h m .
+1)!

h
(m + 1)!

“ (<+1)( ? U  & (x,x + h)

Exemplu. Pentru ecuația u' = u,x&  [0,1],w(0) = 1, soluția ecuației este 

u(x) = e x . Ecuațiile apropiate
uh (* + h) = u h (x) + h fh (x ,u h (x)), x  e  [0,1];

în cazul metodelor studiate sunt definite de următoarele Juneții:
- pentru metoda Euler
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f h (x,uh (xy) = uh (x ), 
pentru metoda Euler modificată

fu (x , “>. (*)) = u h (x ) + ̂ u h (x );

pentru metoda Euler -Cauchy
fh (x, "h (x)) = Uh (x) + ^ u h (x );

pentru metoda Runge-Kutta 
,  , , h h2

fx (x,Uh (x)) = uh ( l) (l + ̂  + ̂ -  + Ț ) ;
pentru metoda Taylor 

h h2 h3 hm '
fh(x,Uh (x)) = U. (x)A(l  + ----F----- F----- F ... + ----------).

2 | 3j 4 ,
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